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OZET

KATI CiSIMLERIN KINEMATIGININ DUAL OKTONiYONLARLA
INCELENMESI

Bu tez calismasinda, kati cisimlerin kinematigi dual oktoniyonlarla
incelenmektedir. Bu dogrultuda, dual sayilar1 kullanarak D7 -modiilii ve dual vektdriin
tanimlar1 verilmistir. Dual vektorlerin temel kavramlarinin yani sira, S° Oklidiyen
birim dual kiiresi ve onun alt kiimesi olan P® tanimlanmustir. Daha sonra, R’ deki
yonli dogrular ile S° birim dual kiiresinin noktalar1 arasindaki E.Study doniistimii elde
edilmistir. Ayrica P € S° kiimesinin her elemaninin R” de dik kesisen iki dogruya
karsilik geldigi de gosterilmistir. D7 de iki dual vektdr arasindaki a1 tanimlanmusgtir.

Dual oktoniyonlarin temel kavramlar verilerek, R’ deki bir noktaya karsilik gelen
dual oktoniyon tanimlanip, dual oktoniyonun toplam eslenigi kullanilarak donme ve
ardindan donme ekseni disinda farkli bir eksen boyunca Otelemeyi uygulayan
dontigiim verilmistir. Birim dual oktoniyon kullanilarak bir eksen etrafinda donme ve
ayni eksen boyunca oteleme yapan vida operatorii tanimlanmistir. Bu vida operatorii
ile R” °de dik kesisen iki yonlii dogruyu yine dik kesisen iki yonlii dogruya doniistiiren
yeni bir operator tanimlanmistir. Son olarak da teoremleri ve sonuglari agiklamak i¢in
baz1 6rnekler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Oktoniyonlar, Dual Oktoniyonlar, Kinematik, Vida Hareketi.
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ABSTRACT

INVESTIGATION OF THE KINEMATICS OF RIGID BODIES WITH
DUAL OCTONIONS

In this study, the kinematics of rigid bodies are examined using dual octonions.
Within this framework, the definitions of the D’-module and the dual vector are
provided through the use of dual numbers. In addition to the fundamental concepts of
dual vectors, the Euclidean unit dual sphere S$° and its subset P® are defined.
Subsequently, the E. Study mapping between directed lines in R” and points on the
unit dual sphere S° is derived. It is also demonstrated that every element of the set
P® € S° corresponds to two intersecting perpendicular directed lines in R”. The angle
between two dual vectors in D7 is defined. After presenting the fundamental concepts
of dual octonions, a dual octonion corresponding to a point in R” is defined, and a
transformation that applies rotation followed by translation along an axis other than
the rotation axis is provided using the total conjugate of the dual octonion. A screw
operator, which performs rotation around an axis and translation along the same axis,
is defined using a unit dual octonion. Through this screw operator, a new operator is
introduced that transforms two intersecting perpendicular directed lines in R” into
another two intersecting perpendicular directed lines. Finally, several examples are
provided to illustrate the theorems and results.

Keywords: Octonions, Dual Octonions, Kinematics, Screw Motion.
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GIRIS

Hamilton'un 1843'te kuaterniyonlar1 kesfetmesinin ardindan oktoniyonlar, ilk
olarak John T. Graves ve Arthur Cayley tarafindan 19. ylizyilin ortalarinda
kesfedilmistir (Cayley, 1845). Graves, oktoniyonlari Hamilton’un kuaterniyonlarina
dayandirarak tanimlamis, ancak bu kesfini yayimlamamistir (Hamilton, 1848). Cayley,
Graves'ten bagimsiz olarak oktoniyonlari tanimlamis ve bu yap1 "Cayley Sayilar1"
olarak da adlandirilmistir (Cayley, 1845). Yayli ve Biikcii 8-boyutlu Oklid uzayinda
Cayley sayilar i¢in, Hamilton operatorlerine benzer bir matris gelistirerek yeni bir
hareket tanimlanmistir ve bu hareketin homotetik bir hareket oldugunu gostermistir
(Yayl ve Biikeii, 1995; Yayli, 1997). Tian, kuaterniyonlarin reel matris gosteriminden
faydalanarak oktoniyonlarin sag ve sol reel ¢arpim matrislerini bulup oktoniyon
katsayili lineer denklemleri incelenmis ve oktoniyon matrisleri i¢in ek matris tanimi
verilmistir (Tian, 2000). Bhupendra ve arkadaslari, oktoniyonlarin ii¢ boyutlu Oklid
uzaymi yedi boyutlu Oklid uzayma genisletebilecegini gdstermistir (Bhupendra,
2011). Flaut ve Shpakivskyi, oktoniyonlar i¢in De Moivre ve Euler formiillerini
bulmus ve bu formiilleri kullanarak genellestirilmis oktoniyonlarin koklerini
arastirmistir (Flaut ve Shpakivskyi, 2014). Pendeza ve ekibi, oktoniyonlar ve kuvvet
serileri i¢in genisletilmis De Moivre formiiliinii sunmustur (Pendeza vd., 2008). Bektas
ve Yiice, oktoniyonik egriler teorisini calisarak, Serret-Frenet formiillerini pure
oktoniyonlar kullanarak yeniden elde etmis ve oktoniyonik egrilerin harmonik
egrilikleri ile olan iliskilerini incelemislerdir (Bektas ve Yiice, 2020). Oktoniyonlarla
ilgili temel tanimlar, teoremler, cebirsel yapisi ve geometrik 6zellikleri hakkinda daha
fazla bilgi i¢in (Ablamowicz vd, 1996; Baez, 2002; Calabi, 1958; Cederwall ve
Preitschopf, 1995; Conway ve Smith, 2003; Dixon, 2013; Fenn, 2007; Lounesto, 1997;
Lounesto, 2001; Manogue ve Dray, 2010; Massey, 1983; Okubo, 1995; Tevian, 2012;
Tian, 2000; Ward, 1997) caligmalarina bakilabilir.

1873'te William Clifford tarafindan kesfedilen dual sayilar, kompleks sayilar
gibi reel sayilarin bir genislemesidir. Bu say1 sisteminde €% = 0,& # 0 &zelligine
sahip bir birim yardimiyla dual sayilar kiimesi tanimlanir. Dual sayilar 6zellikle robot
teknolojisinde dnemli bir yere sahiptir. Birim dual kiire ile ¢izgiler geometrisi arasinda

yapilan birebir esleme sayesinde hareket analizi ve robotik gibi miihendislik



disiplinlerinde de yaygin olarak uygulamalar yapilabilmektedir (Hacisalihoglu, 1983).
Bu uygulamalara olanak saglayan say1 sistemlerinin bu sekilde kullanilmasiyla
teknolojiye getirilen yenilikler oldukca dikkat ¢ekicidir. Lineer cebir, kinematik ve
sayisal algoritmalardaki dual sayr uygulamalarina iligkin referanslarin bir listesi
(Pennestri ve Stefanelli, 2007) de bulunabilir.

Ayrica dual sayilar, otomatik tlirev hesaplamalarinda 6nemli bir yere sahiptir.
Bir fonksiyonun tiirevini hesaplamak i¢in kullanilan dual sayilarin temel prensibi, bir
f fonksiyonunun dual sayilar lizerinde genisletilmesi ve bu genislemenin tiirev bilgisi
saglamasidir. Ornegin, f(x) fonksiyonunun tiirevi f'(x) ’i bulmak igin, dual sayilar
kullanilarak su sekilde ifade edilir:

fx+ey) = f(x) +eyf'(x)
Bu ifade, tiirev hesaplamalarin1 daha hizli ve hatasiz bir sekilde gergeklestirme olanagi
saglar.

1843'te Hamilton, 3-boyutlu bir uzayda vektorlerin donmesini saglayan
kuaterniyonlar icat ettikten sonra, 1870 yilinda Clifford, kuaterniyon i¢in uyguladig
hem dondiirmeyi hem de 6telemeyi tek bir ifadede birlestiren ve bi-kuaterniyonlar
olarak adlandirdig1 dual kuaterniyonlari tanitti. Giiniimiizde, genelde dual kuaterniyon
olarak adlandirilan bi-kuaterniyonlar, kati cisim kinematigi ve dinamigi, bilgisayar
grafikleri, konum ve ydriinge takibi, c¢oklu kati cisimlerin 6teleme ve konum
senkronizasyonu gibi alanlarda yaygin olarak kullanilmaktadir (Clifford, 1871; Study,
1903). Ogzellikle kat1 cisim hareketlerinde, dual sayilar ve dual kuaterniyonlar,
hareketin ve doniisiimlerin analitik olarak temsil edilmesini ve hesaplanmasini saglar.
Ornegin, 3-boyutlu Oklid uzaymndaki robotik kinematikte, robot kollarmin
hareketlerini ve pozisyonlarini hesaplamak i¢in dual kuaterniyonlar kullanilir.

Dual oktoniyonlar, robotik ve kinematik analizdeki gelismelerle birlikte
tanitildi. Oktoniyonlarin ve dual sayilarin birlesimi, ¢ok boyutlu uzaylarda hem dénme
hem de oteleme hareketlerini modellemek i¢in gelistirilmis bir yOntemdir.
Oktoniyonlar i¢in Hamilton operatoriine benzer bir matris verilmis ve bu matris
aracilifiyla tanimlanan hareketin homotetik bir hareket oldugu kanitlanmigstir
(Kabadayi, 2016). Chanyal ve digerleri oktoniyonik i¢ uzay-zaman ve oktoniyonik dis
uzay-zaman olmak iizere iki oktoniyonik uzay-zamana sahip olan dual oktoniyonlara

iliskin elektrik ve manyetik yiiklerin genellestirilmis elektromanyetik alan



denklemlerini gelistirmistir. Ayrica elektrik ve manyetik yiiklerin genellestirilmis dort
potansiyel bilesenleri dual oktoniyon formuna gore ifade edilmistir (Chanyal vd.,
2016). Cok biiyiik elektrik ve manyetik yiikler i¢in yeni bir elektrodinamik denklem
seti formiile edilmistir. Ayrica biiyiik elektrik ve manyetik yiikler i¢cin Klein-Gordon
alan denklemi, dual oktoniyon cinsinden olusturulmustur (Chanyal, 2016). Elektrik ve
manyetik yiiklerin varliginda genellestirilmis Dirac-Maxwell denklemlerinin dual
oktoniyon formu yazilarak, elektrik ve manyetik yiikler icin siireklilik denklemi dual
oktoniyon cebiri cinsinden yeniden iireten klasik mekanigin ig-enerji teoremi gosterildi
(Chanyal ve Chanyal, 2017).

Calismanmin 6nemi: Kinematik analizler genellikle 3-boyutlu veya 4-boyutlu
(zamana dayali) uzaylarda yapilir. Ancak 7-boyutlu Oklid uzayi, daha karmasik
geometrik ve fiziksel sistemlerin incelenmesine olanak tanir. Bu, o6zellikle yiiksek
boyutlu sistemlerin modellenmesi ve kontrolii i¢in kritik bir adimdir. Oktoniyonlar, 8-
boyutlu cebirsel yapilar olup, birlesmeli olmayan &zellikleriyle dikkat ¢eker. Dual
oktoniyonlar ise bu yapiy1 daha da genisleterek, donme ve Steleme gibi hareketlerin
birlikte ifade edilmesini saglar. Bu, 7-boyutlu uzayda kati cisimlerin hareketlerinin
daha dogal ve kompakt bir sekilde temsil edilmesine olanak tanir. Bu tiir bir analiz,
yiiksek boyutlu fiziksel sistemlerin (6rnegin, sicim teorisi veya ¢ok boyutlu dinamik
sistemler) daha 1yi anlasilmasina katki saglayabilir.

Calismanin gerekgesi: Cogu mevcut kinematik model, diisiik boyutlu uzaylarla
sinirlidir. Ancak modern bilim ve miihendislik uygulamalar1 (6rnegin, robotik,
havacilik, bilgisayar grafikleri) daha karmagik ve yiiksek boyutlu modellere ihtiyac
duyar. Oktoniyonlar, 6zellikle doniis simetrilerinde ve yiiksek boyutlu kinematik
problemlerin ¢ozlimiinde biiyiik avantajlar saglar. Ancak bu yapilarin dual
versiyonlarmin uygulamalar1 sinirh diizeydedir. Bu c¢alisma, bu boslugu doldurmay1
amaclar. Teorik olarak, dual oktoniyonlar, yiiksek boyutlu uzaylarin donme ve 6teleme
hareketlerini basit ve birlesik bir ¢cergevede ele almayi saglar. Pratikte ise bu, karmasik
mekanizmalarin  (6rnegin, 7 serbestlik dereceli robotik kollar) daha iyi
modellenmesine yol agabilir.

Diger ¢alismalardan ayrildigi noktalar: Cogu calisma, 3 veya 4 boyutlu
uzaylarda kinematigi incelerken, bu ¢alisma, 7-boyutlu Oklid uzayin ele alarak daha

genis bir cerceve sunar. Dual oktoniyonlarin 7-boyutlu uzaydaki kinematik i¢in



kullanilmasi, geleneksel yontemlere gore daha gelismis ve karmasik bir yaklasim
sunar. Bu, hem matematiksel ifadelerin basitlestirilmesini hem de daha karmagsik
hareketlerin modellenmesini saglar. Calisma, donme ve Oteleme hareketlerini tek bir
cebirsel yapi iginde ele alarak, kinematik problemlere yenilik¢i bir bakis agis1 getirir.
Geleneksel yontemlerde bu hareketler genellikle ayr1 ayr1 incelenir.

Neden boyle bir c¢alismaya ihtiya¢ duyulmustur: Modern bilimsel ve
miithendislik uygulamalar1 (6rnegin, robotik sistemler, yapay zeka, ¢ok boyutlu
optimizasyon) giderek daha karmasik ve yiiksek boyutlu sistemlere odaklanmaktadir.
Bu tiir sistemlerin modellenmesi, analiz edilmesi ve kontrol edilmesi i¢in uygun
araglara ihtiya¢ vardir. Oktoniyonlar ve dual oktoniyonlar, 6zellikle yiiksek boyutlu
dénme gruplari ile dogrudan iliskilidir. Bu, 7-boyutlu uzay gibi karmasik sistemlerde
hareketlerin modellenmesi i¢in onlar1 ideal bir ara¢ haline getirir. Bu tiir bir ¢aligma,
matematik ve fizigin yani sira miihendislik ve bilgisayar bilimlerinde de yeni
uygulama alanlari acabilir. Ozellikle robotik ve kontrol sistemlerinde, daha hassas ve
etkili modelleme yontemleri gelistirmek miimkiindiir.

Bu tez, dual oktoniyonlarn 7-boyutlu Oklid uzaymda kati cisimlerin
kinematiginin incelenmesinde kullanilmasini hedefleyerek, matematiksel teori ve
pratik uygulamalar arasinda gii¢lii bir koprii kurmaktadir. Calismanin 6nemi, yiiksek
boyutlu sistemler icin yeni araglar gelistirmesi, daha Once kesfedilmemis
potansiyelleri ortaya cikarmasi ve fiziksel, miihendisliksel problemlere yenilik¢i
¢oziimler sunmasidir. Bu tiir bir ¢alismaya olan ihtiyag, modern bilimdeki artan
karmasiklik  ve daha genis kapsamli  modelleme  gereksinimlerinden
kaynaklanmaktadir.

Bu tezin konusunu olusturan dual oktoniyonlar ile 7-boyutlu Oklid uzayinda
kat1 cisimlerin kinematiginin incelenmesi dogrultusunda,

e Dual sayilar kullanarak D”-modiilii ve dual vektoriin tanimlar verilmistir.
e Dual vektdrlerin temel kavramlariin yani sira, S° Oklidiyen birim dual kiiresi

ve onun alt kiimesi olan P° tanimlanmaistir.

e R deki yonlii dogrular ile S° birim dual kiiresinin noktalar1 arasindaki E.Study
doniisiimii elde edilmistir.

e Ayrica P® € S° kiimesinin her elemanmm R’ de dik kesigen iki dogruya

karsilik geldigi de gosterilmistir.



e D7 de iki dual vektdr arasindaki ag1 tammlanmustar.

e Dual oktoniyonlarin temel kavramlari verilerek, R’ deki bir noktaya karsilik
gelen dual oktoniyon tanimlanip, dual oktoniyonun toplam eslenigi
kullanilarak donme ve ardindan 6telemeyi uygulayan doniistim verilmistir.

e Birim dual oktoniyon kullanilarak vida operatdrii tammlanmus ve R” de dik
kesigen iki yonlii dogruyu yine dik kesisen iki yonlii dogruya doniistiiren yeni
bir operator tanimlanmaistir.

Son olarak teoremleri ve sonuglari agiklamak i¢in bazi 6rnekler verilmistir.



1. GENEL BILGILER

1.1. Oklid Uzayinda Vektorel Analiz
Bu boliimde Oklid i¢ garpimi, Oklid normu, 3-boyutlu ve 7-boyutlu Oklid
uzayinda iki vektoriin vektorel ¢arpimi gibi kavramlar geometrik yorumlariyla beraber

verilecektir.

1.1.1. R® Uzayinda Oklid i¢ Carpim
Tanim 1.1.1.1. V bir reel vektor uzay1 olsun. Eger f: V X V — R fonksiyonu asagidaki
ozellikleri sagliyorsa, f fonksiyonuna V de bir i¢ ¢arpim fonksiyonu, V vektor uzayina
da f i¢ carpimut ile birlikte bir reel i¢ ¢arpim uzayi denir (Lipschutz, 2009).
i Her # € Vicin f(#, %) = 0ve f(%¥) =0 %=0
ii. Her X,y € V i¢in f(X, y) = f(y,%)
iii. Her X,y,Z € Vve a,b € R i¢in f(ax + by, Z) = af(%,Z) + bf(y, Z),
f(xX,ay + bZ) = af(%,y) + bf(X, 7).

Tamm 1.1.1.2. ¥ = (X1, X3, .., X) € R" ve y = (Y1, V32, ., Yn) € R" i¢in

() R*XR" —> R

(X, ) = (X, ¥) = x1Y1 + X202 + -+ XY (D
seklinde tanimlanan (-,-) fonksiyonu, R™ {izerinde bir i¢ ¢arpimdir ve bu i¢ ¢arpima,

R™ uzayinda Oklid i¢ ¢arpimi denir.

degerine de X € R™ vektoriiniin uzunlugu veya normu denir (Lipschutz, 2009).

Teorem 1.1.1.3. X,y € R™ vektorleri arasindaki ac1 8 olmak {izere,

(X, = IZ|llly|l cos &
esitligi saglanir (Lipschutz, 2009).

Teorem 1.1.1.4. Sifirdan farkli herhangi X,y € R™ vektorleri igin, X vektoriiniin y

vektorii lizerindeki dik izdiistim vektori



ile bulunur (akt. Ozdemir, 2021).

Sonug 1.1.1.5. Oklid i¢ ¢arpimu ile,

i. X € R™ igin X vektoriiniin uzunlugu

ii. X,y € R"i¢in, X ve y vektorleri arasindaki ac1

iii. X,y € R™ i¢in, X vektoriiniin y vektorii tizerindeki dik izdiisiimii bulunabilir (akt.

Ozdemir, 2021).

1.1.2. R3 ve R7 Uzayinda Vektorel Carpim

Iki vektdriin vektodrel garpimi, sadece 3-boyutlu ve 7-boyutlu Oklid uzaylarinda
mevcuttur. 3-boyutlu Oklid uzaymndaki vektorel ¢arpim, fizik, miihendislik ve diger
alanlarda yaygin olarak kullanilmaktadir. 3-boyutlu Oklid uzaymda vektorel garpim
tammu tek tiirliidiir, fakat 7-boyutlu Oklid uzayinda ise birden fazla vektdrel garpim
tanimi vardir (Brown ve Gray, 1967; Eckmann, 1943; Massey, 1983; Shaw, 1987). 7-
boyutlu Oklid uzaymda tanmimlanan vektdrel carpim tanimlarindan, oktoniyon ¢arpim
tablosuyla iliskili olan vektorel ¢arpim tanimimi kullanilacaktir. Bu tanim, 3-boyutlu
alt uzaylarla tutarhidir, yani ¥ = (x4, x5, ..., x7) € R’ ve ¥ = (y1, V3, ..., ¥7) € R7 i¢in
X4 =X5=X6=x7,=0 ve y,=ys=Yyc, =y, =0 alindiginda ortaya ¢ikan
vektorlerin vektdrel garpimi, 3-boyutlu Oklid uzaymdaki vektérel garpima esdegerdir.
7-boyutlu Oklid uzayinda tanimlanan vektdrel ¢arpim, Jacobi dzdesligi disinda 3-
boyutlu vektorel carpimin tiim 6zelliklerine sahiptir (Ebbinghaus vd., 1991).

Tamm 1.1.2.1. R® uzaymn standart tabani {7, , E} olmak iizere, ¥ = (x1,x,,x3) € R3

vey = (y1,¥2,V3) € R3 gibi iki vektoriin vektorel ¢arpimi

T 7k
XXy= X1 Xp X3
Yi Y2 V3

= (X2Y3 — X3Y2, X3Y1 — X1Y3,X1Y2 — X2¥1) 3)

seklinde tanimlanir (O'neill, 2006).



Onerme 1.1.2.2. R3 *deki vektorel carpim asagidaki 6zellikleri saglar (O'neill, 2006).

-

%0, y#0veiyeR?igin,
] X

= -y XX

X

i.Xxx=0

iii. 1 € Rigin (AX) X y = ¥ X (1Y) = A(X X y)
X

mEX0=0x%=0
vEXy =0 1€Riginx =1y
ViEX G+ =RXFHEXZ

Teorem 1.1.2.3. X,7,Z € R3 i¢in (¥ X y,Z) = (¥,y X Z) saglanir (O'neill, 2006).

Teorem 1.1.2.4. %,y € R3 i¢in, X X y vektdrii hem ¥ vektoriine hemde y vektoriine dik

olan bir vektordiir (O'neill, 2006).

Teorem 1.1.2.5. %, 7,Z € R3 i¢in, asagidaki dzellikler saglanir (O'neill, 2006).
i |X %yl = X[yl sin @, 6 acis1 X ve y vektorleri arasindaki agidir.

ii. X X (yxZ)=(X,2)y —(X,y)Z

. EX(GXD)+PXEXZ)+ZXEXP) =0 (Jacobi ézdesligi)

(X,2) (xX,wW)

> o> 5 — L . Lo
y,Z) (y,w) (Lagrange ozdesligi)

v (X Xy,ZX W)=

Tamm 1.1.2.6. ¥ = (x1,%3, ...,Xx7) € R7ve ¥ = (y1,V3, ..., ¥7) € R7 icin, 7-boyutlu
Oklid uzayinda vektorel carpim

[ X2YV3 — X3Y2 t+ X4Y5 — X5Y4 — XeYV7 + X7V6
—X1Y3 T X3Y1 t X4Y6 + X5Y7 — XgYVa4 — X7Y5
X1Y2 — X2Y1 T X4Y7 — X5Ye T X6Y5 — X7Y4
—X1Y5 — X2Ye — X3Y7 + X5V1 + XgY2 + X7Y3 (4)

X1Ya — X2Y7 + X3Y6 — X4Y1 — Xe¥Y3 T X7Y2
X1Y7 + X2Y4 — X3Y5 — X4Y2 + X5Y3 — X7)1
L —X1Y6 + X2YV5 + X3Y4 — X4Y3 — X5YV2 + XeV1d, 4

=l

X
<

Il

seklinde tanimlanir. Buradaki [ ]7 ifadesi, matrisin transpozesini ifade etmektedir.

1 X n tipindeki bir matris R™ uzayinin bir elemani olarak diisiiniilebilir (Fenn, 2007).



3-boyutlu ve 7-boyutlu Oklid uzaylarindaki vektorel ¢arpim igin (Bisht vd.,
2008; Brown ve Gray, 1967; Eckmann, 1943; Fenn, 2007; Massey, 1983; Shaw, 1987;
Silagadze, 2002) kaynaklarina bakilabilir.

Sonug¢ 1.1.2.7. R? ve R” Oklid uzaylarindaki iki vektdriin vektorel ¢arpimu ile,
i. Her iki vektore de dik olan yeni bir vektor bulunabilir.

ii. Bu iki vektoriin olusturdugu paralelkenarin alani bulunabilir (Lounesto, 1997).

1.2. iki Boyutlu Genellestirilmis Say1 Sistemi

Bu boéliimde iki boyutlu genellestirilmis say1 sistemi tanitilip bu sayi sisteminin
cebirsel oOzellikleri ile ilgili temel kavramlardan bahsedilecektir. Bu bdliimiin
hazirlanmasinda genel olarak (Catoni vd., 2008; Cakir, 2017) kaynaklarindan

yararlanilmistir.

Tamm 1.2.1. Iki boyutlu genellestirilmis say1 kiimesi
Cpg={2=x+uy:u*=uq+pxypq€ER}

seklinde tanmimlanir. C,, , kiimesi lizerinde sirastyla esitlik, toplama ve ¢arpma iglemleri

LX) HUys =X TUY, © X1 =X, Y1 = Y2

i. (xp +uy) + (e tuy,) =x +x +u(yy +y2)

iii. (g + uy;) (xg + uy;) = x1%5 + py1y2 + u (Y2 + y1x2 + qy1y2)

ile verilir.

Ozel olarak,
u? =—1(p = —1,q = 0) ise C_; o kiimesine karmasik sayilar,
u? =0 (p =0,q =0) ise Cy, kiimesine dual sayilar,

u? =1 (p =1,q = 0) ise Cy o kiimesine de hiperbolik sayilar kiimesi denir.

Tamm 1.2.2. 1+ u0 € C,, sayisina, C,, kiimesinin ¢arpma islemine gore birim

elemani denir.

Not 1.2.3. Z = x + uy € C, 4 sayisimn her zaman ¢arpma islemine gore tersi yoktur,

yani 271 her zaman mevcut degildir.



O halde, 271 sayisinin tammli olmasi igin 2 = x + uy sayisinmn tersi a + ub

olsun. Buradan,

(x+uy)@a+ub) =1
i¢in

{ xa+pyb=1

xb+ya+qyb=0

esitlikleri elde edilir. Bu iki esitligin ortak ¢6zliimii yapilirsa, a ve b ’ye gore bir tek
¢Oziimiiniin olmasi i¢in

|; X f_yqy| =x2—py?’+qxy#0
olmalidir.
Dolayistyla, Z = x + uy sayisinin tersinin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
x> —py*+qxy #0

olmasidir.

Onerme 1.2.4. Herhangi bir2 = x + uy € Cp 4 sayisinin garpma islemine gore tersi

varsa

1 Xt+qy—uy
zZ =7 2
X“ —py“c+gxy

ile hesaplanir.

Ornek 1.2.5. Cy o kiimesinde (yani, dual sayilarda), 2 = 2 + u sayisinin tersi

2—u
4

olarak bulunur. Gergekten 22~ carpimi hesaplanirsa, u? = uq + p = 0 oldugundan

1=

2—u)_4—2u+2u—u2_

2 = =

251 — (2 (
22 2+uw) 2

oldugu goriiliir.
Tamm 1.2.6. Herhangi bir Z = x + uy € C,, ; sayisinin eslenigi Z* ile gosterilir ve
Z"=x+qy—uy

ile hesaplanur.

Onerme 1.2.7. Her 2,W € Cp,q i¢in agagidaki esitlikler saglanir.

10



Tanim 1.2.8. Herhangi bir 2 = x + uy € C, 4 sayisinin normu ||Z|| ile gosterilir ve

2]l = V22* = {x% — py? + qxy

ile bulunur.

Ornek 1.2.9. C_ ; kiimesinde, 2 = 2 — 3u sayisinin normu hesaplanacak olursa,
Z'=x+qy—-uy=2-3+3u=-1+3u
ve
ul=uqg+p=-1+u
oldugundan, Z = 2 — 3u sayisinin normu

2l = Vx2 —py2 + qxy =V4+9—6 =7

olarak bulunur.

1.2.1. iki Boyutlu Genellestirilmis Say1 Sisteminin Siniflandiriimasi

Tamim 1.2.1.1. Herhangi bir Z = x + uy € C, 4 sayisi igin
D = 22" = x*> —py? + qxy

ifadesine Z sayisinin karakteristik determinanti denir ve D = x? — py? + qxy
karakteristik determinantinin isaretine gore, Z sayisi timelike, spacelike veya null
olarak simiflandirilir.

Eger D > 0 ise Z sayisina spacelike, D < 0 ise Z sayisina timelike ve D = 0
ise Z sayisina lightlike denir.

Ozel olarak, u?=-1(p=-1,g=0) icin D=22"=x?>+y2>0
oldugundan C_; o karmasik sayilar kiimesinin elemanlar1 spacelikedir. Benzer sekilde,
u>=0(p=0,qg=0) igin D=22"=x*>>0 oldugundan C,, dual sayilar

kiimesinin elemanlar1 da spacelikedir. Fakat u? = 1(p = 1,q = 0) i¢in D = 22* =

11



x? + y? oldugundan C, , hiperbolik sayilar kiimesinin elemanlari timelike, spacelike
veya lightlike olabilir.

2 = x + uy € C,, sayismin karakteristik determinanti D = x* — py? + gxy
oldugundan D nin diskriminanti

A=q*+4p
—Aq2
olarak bulunur. (q,p) diizleminde A = 0 alarak p = % parabolii ¢izilmistir. Bu

diizlemdeki paraboliin I olarak adlandirilan i¢ bolgesi (A < 0) eliptik say1 sistemlerini,
IT olarak adlandirilan adlandirilan paraboliin {izerindeki noktalar kiimesi (A = 0)
parabolik say1 sistemlerini, III olarak adlandirilan paraboliin dis bolgesi (A > 0) ise

hiperbolik say1 sistemlerini olugturmaktadir.

P
A

Hiperbolik Say1
Sistemleri
(A>0)

< >q

Eliptik Say1 (-\ Parabolik Say1

Sistemler: \ i Sistemleri
(A< 0) (A=0)
Y

Sekil 1. Iki Boyutlu Genellestirilmis Say1 Sisteminin Siniflandiriimasi

Iki boyutlu genellestirilmis say1 sisteminde her elemanin tersi olmadigindan,
A = 0 durumda tersi olmayan sayilar
X _—q —qy
—_—,—_— _- 7
y- 2 7T 2
esitligini saglayan x + uy € C, , sayilaridir. Benzer sekilde, A > 0 durumunda tersi

olmayan sayilar ise

X

_—qtyq*+4p
- 2

esitligini saglayan sayilardir. A < 0 durumunda her elemanin tersi vardir.
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Iki boyutlu genellestirilmis say1 sisteminde birim ¢gember denklemi
x* —py* +qxy| =1

olarak tanimlanir.

Teorem 1.2.1.2. Cpo={z=x+uy:u*=uq+p,x,y,p,q €R} iki boyutlu
genellestirilmis say1 kiimesinin cisim olmasi i¢in gerek ve yeter kosul g% + 4p < 0

olmasidir.

1.2.2. Dual Sayilar

Bu boéliimde iki boyutlu genellestirilmis say1 sisteminin 6zel bir durumu olan
(p = 0,q = 0), dual sayilar ile ilgili temel kavramlardan bahsedilecektir. Dual sayilar
kiimesi D ile gosterilir Bu bdliimiin hazirlanmasinda (Hacisalihoglu, 1983)

kaynagindan yararlanilmistir.

Tamm 1.2.2.1. D = {(x,y):x,y € R} sirali giftlerinin kiimesi tizerinde, sirasiyla,

tanimlanan

i. (1, 1) + (62, ¥2) = (1 + %2, 71 + ¥2)

ii. (1, ¥1) - (X2,¥2) = (X1%2, %12 + X21)

toplama ve carpma iglemleri ile birlikte diigiiniildiigiinde D kiimesine dual sayilar
kiimesi denir.

Teorem 1.2.2.2. (D, +,-) tgliisti birimli ve degismeli halkadir.

Bu halkanin toplama islemine gére birim elemani (0,0) ve ¢arpma islemine

gore birim elemant ise (1,0) dir.
Not 1.2.2.3. (D, +,-) Gigliisii bir cisim degildir.

Teorem 1.2.2.4. Dual sayilar halkasi, R reel sayilar cismine izomorf bir alt kiimeyi, alt

cisim olarak kapsar.

Sonug 1.2.2.5. (x,0) € D dual sayisi, “x” reel sayisi ile gosterilebilir.
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Tamm 1.2.2.6. 2 = (x,y) € D dual sayis1 i¢in, Re(2) = x degerine reel kisim Du(Z) =

y degerine de dual kisim denir.

Tamm 1.2.2.7. 2 =(0,1) € D dual sayis1 ¢ ile gosterilir ve dual birim olarak

adlandirilir.

Sonug 1.2.2.8. & dual birimi icin, €2 = 0 dir.

Teorem 1.2.2.9. (x,y) € D dual sayis1 Z = x + €y seklinde tek tiirlii yazilabilir.

Tamm 1.2.2.10. Z2=x+ ¢y €D dual sayisi1 i¢in, x — &y € D dual sayisina 2

sayisinin eslenigi denir ve Z* ile gosterilir.

Tanim 1.2.2.11. Herhangi bir Z = x + €y € D dual sayisinin modiilii (mutlak degeri)
2] = |x + ey| = |x|

seklinde tanimlanr.

Onerme 1.2.2.12. 2=x +¢ey €D vew = u + ev € D dual sayilar1 igin
L. (2 =2

i (Z+w)y ' =z2"+w"

N>

A *
A Ak~ ~ . z
iii. (W) =Z2"W* vew # 0 + ev ise (5) =

3

iv. 55 = 52" = |5

Tanim 1.2.2.13. Herhangi bir Z = x + €y € D dual sayisinin tersi x # 0 icin

seklinde tanimlanur.

Tamum 1.2.2.14. Bir Z = x + €y dual sayisi igin, f(x + €y) dual fonksiyonunun Z, =

x noktasindaki Taylor acilimi

fx+ey) = f() +eyf'(x)

seklinde tanimlanir. Béylece
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sin(x + €y) = sinx + €y cos x

cos(x + €y) = cosx — ey sinx

y
X+ ey =+Vx+e——, x>0 5
Jx+ey=vx e (5)

esitlikleri yazilabilir.

1.3. Kuaterniyonlar

Bu tez her ne kadar oktoniyon ve dual oktoniyonlara odaklanmis olsa da, daha
iyi anlagilmasi i¢in temel kuaterniyon teorisine de ihtiya¢ vardir. Bu boliimde
kuaterniyon cebirinden bahsedilecektir. Bu boliimiin hazirlanmasinda (Fenn, 2007;
Ward, 2012; Ozdemir, 2020) kaynaklarindan yararlanilmistir.

Kuaterniyonlar kiimesi 1843’te W. R. Hamilton tarafindan

H = {p = po + p1i + poj + p3ki Do, P1, P2, P3 € R}

olarak tanimlanmistir. Burada imajiner birim elemanlar

i2=j2=k%=ijk=-1

ij=—ji=k
jk=—kj=i
ki=—ik=]j

esitliklerini saglarlar.
Her p = py + p1i + p,j + p3k kuaterniyonu
P = (po + i) + (P2 + p3i)j
olarak yazilabilir. Burada c¢; = py + p1i ve ¢, = p, + p3i kompleks sayilar olmak
tizere, her kuaterniyonun
p=c1tcyj

olarak tek tiirlii temsil edildigi goriiliir.

1.3.1. Kuaterniyonlar Uzerinde Temel Islemler
Tamm 1.3.1.1. Her p = po + pyi + poj + psk kuaterniyonunun skaler kism1 S, = p,
olarak tamimlanir. Eger S, =0 ise p ye pure kuaterniyon adi verilir. Pure
kuaterniyonlarin kiimesi

Hp = {p1i + p2j + psk € H: py,pp,p3 € Ri? = j? = k? = ijk = —1}

ile gosterilir.
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Tanim 1.3.1.2. Her p = py + p1l + pj + p3k kuaterniyonunun vektorel kismi
Vp = p1l +p2j + sk

olarak tanimlanir.

ﬁ(uaterniyonlar Kiimesi H\

R:S
Pure Kuaterniyonlar
Kiimesi Hp

op=0+Vp

. J

Sekil 2. R3 deki vektorler ile Kuaterniyonlar arasindaki baglant:

Tamm 1.3.1.3. p=po+pii+pyj+psk €H ve q=q¢+qii+qyj +q3k €H
kuaterniyonlarinin toplami
p+a=(Sp+5)+ (% +%)
= o+ q0) + (P1 + q)i+ (P2 + q2)] + (P3 + q3)k

seklinde tanimlanir.

Tanmim 1.3.1.4. p=po+pii+pyj+p3k €H ve q=qo+ qii+qyj+q3k €H
kuaterniyonlarinin ¢arpimi
Pq = Poqo — (P11 + P2G2 + P3q3) + i(Poq1 + P1Go + P293 — P342)
+/(Poqz + P290 + P3q1 — P1q3) + k(Poqs + P3qo + P12 — P2G1)

seklinde tanimlanuir.

Kuaterniyon carpimini daha basit sekilde tanimlamak da miimkiindiir.
Kuaterniyonlarm vektdrel kismin1 R3 uzayi ile 6zdeslestirerek, Oklidiyen i¢ carpim ve
vektorel ¢arpim yardimiyla kuaterniyon ¢arpimi,

Pq = SpSq — (Vo Vo) + SpVg + SqVp + 1 X Vg
seklinde ifade edilebilir. Buradan, p ve q pure kuaterniyon ise
Pq =~ Vo) + 15 x Vg

seklinde sadece i¢ carpim ve vektorel carpim ile de ifade edilebilir.
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Tanim 1.3.1.5. p = py + p1i + p,J + p3k kuaterniyonu ve A € R skalerinin ¢arpimi
Ap = pA = (Apo) + (Ap1)i + (Ap2)j + (Aps)k

seklinde tanimlanur.

Tanim 1.3.1.6. p = py + p1i + p,J + p3k kuaterniyonunun eslenigi
P =Sp—Vp, =po — 1l — p2j — D3k

ile tanimlanir.

Buna gore,
p+p =28,

olur. p = p* olmasi igin gerek ve yeter kosul p € R olmasidir.

Teorem 1.3.1.7. Herhangi p, q € H kuaterniyonlari i¢in asagidaki 6zellikler saglanir.
i.2€ Cigin, jZ = 2%j

ii. 61,6, € Cigin j(& + &) ==& + &)

. (p* )" =p

v.(p+t @' =p +q
v.(p@)” = q'p’

vi. pp* = p'p = SE + (V,, V)

ps +pi + i +p3
Tanim 1.3.1.8. Herhangi bir p = py + p1i + p,j + p3k kuaterniyonunun normu
I-ll: H - R* U {0}

pll = /pp* = JPS +p? + p3 + p?

seklinde tanimlanir. Normu 1 olan kuaterniyonlara birim kuaterniyon denir ve birim

kuaterniyonlarin kiimesi Hj; ile gosterilir.
Teorem 1.3.1.9. Herhangi p, q € H kuaterniyonlari i¢in asagidaki 6zellikler saglanir.

i Alpll = 17l
i. lpqll = lipllliqll

Teorem 1.3.1.10. Herhangi bir p € H kuaterniyonunun tersi, ||p]| # 0 i¢in
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kuaterniyonuna esittir. Eger p birim kuaterniyon ise p~1 = p* olur.

1.3.2. Kuaterniyonlarin Matris Temsilleri
Kuaterniyonlar, matris ¢arpiminin kuaterniyon carpimina karsilik gelecek

sekilde 2 X 2 kompleks matris veya 4 X 4 reel matris bi¢iminde temsil edilebilir.

Teorem 1.3.2.1. Her kuaterniyon 2 X 2 tipinde kompleks matris olarak temsil
edilebilir.
Ispat. p = py + p1i + poj + psk kuaterniyonu, & = po + pii ve & = py + psi

kompleks say1 olmak iizere

P=Ct6GJ
seklinde tek tiirlii temsil edilebilir. O halde
fpr H - H
qa-fp(@) =qp

seklinde tanimlanan birebir doniisiimii i¢in,
D =6+6)
o) =j@+ &) =—6G + &)
esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla kuaterniyonlar kiimesi,
a Gl .~
* ~x*|+Cq, eC
s alaacd

seklinde 2 X 2 tipindeki kompleks matrislerin alt kiimesi olarak tanimlanabilir.

Sonu¢ 1.3.1.12. Herhangi bir p = py + pyi + p2j + p3k kuaterniyonunun 2 X 2
tipindeki kompleks matris gosterimi

P =Dpo + D1l +D2j + p3k = Po ¥+ Pat p2+p31]

—p2 + P3l Po— P1l

ile verilir.
Tanim 1.3.1.12. Herhangi bir p = pg + p1i + p2j + p3k € H kuaterniyonu i¢in,

pp: H — H Tp:H - H
ve
q- ¢p(q) =qp q - 1,(q) = pq
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doniistimleri gdz Oniine alinirsa

Po —P1 —P2 —DP3 Po —P1 —P2 —DP3
_|P1 Po ~P3 D2 _|P1 Do bz  —D2
o= 1p, s po -pi| PT|p2 -ps o p1 |

Pz —P2 D1 Po Pz P2 —P1 Po

matrislerine, sirasiyla 4 X 4 sol ve sag carpim matrisleri denir. Herhangi p,q € H
kuaterniyonlar1 igin
PpTq = TqPp

esitligi saglanir.

1.3.3. Kuaterniyonlarin Kutupsal Gosterimi

Teorem 1.3.3.1. Her p = S, + V;, € H kuaterniyonu,

Y 4
n= ”Vp” ,cos0 = ”;” ve sin 6 =||||P%||||
olmak iizere,
p = |lpll(cos 6 + nsin )
formunda yazilabilir. Buruda n? = —1 esitligi saglanir.

Ispat. p = Sp + V, kuaterniyonu, normu ile ¢arpilip boliiniirse

_”,,“(WW‘;TH) Ip “(upn ||||I;||I|||I/;,||>

elde edilir. — ” ” = n birim vektori, bir pure kuaterniyondur ve
14
n2 — e X —(hW) 1
- 2= 2 - 2 T
171 1% 11

olur. Diger yandan,

2 2 2
Sp Bl _ Se +1%ll” _
il 2 - 2l
lIpl lipll lIpll
oldugundan cos? 8 + sin? 8 = 1 6zdesligide gz 6niine alinirsa,

cosf = —— ve sin@ —M

Ipll ~nll

olacak sekilde bir 8 € [0,2m) agisindan bahsedilebilir ve her p kuaterniyonu
p = |Ipll(cos 6 + nsin )

seklinde ifade edilebilir. Bu ifadeye, p kuaterniyonunun kutupsal gosterimi denir.
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Teorem 1.3.3.2. Herhangi bir p = ||p||(cos 6 + nsin @) kuaterniyonu igin, k € Z
olmak iizere,
p* = lIpl*(cos kO + n sin k6)

esitligi saglanir. Bu formiile De Moivre Formiilii denir.

1.3.4. Kuaterniyonlar ile E3 uzayinda Déonme

Kuaterniyonlar, 3 boyutlu Oklid uzayindaki dénme déniisiimlerini temsil
etmek icin giiclii ve verimli bir aragtir. Donme doniisiimlerinin kuaterniyonlarla ifade
edilmesi, hem daha kolay hem de daha hizlidir. Kuaterniyonlar, bilgisayar grafikleri,
animasyon, robotik ve havacilik gibi alanlarda yaygin olarak kullamlir. Ornegin, bir
3D modelin ekrandaki hareketlerini piiriizsiiz ve dogru bir sekilde kontrol etmek i¢in
kullanilirlar. Robotikte, robot kollarinin hareketini dogru ve verimli bir sekilde kontrol

etmek i¢in tercih edilirler.

Tanim 1.3.4.1. Simetrik i¢ ¢arpimi koruyan lineer bir doniisiime ortogonal doniisiim
denir. Ortogonal doniisiim 6zellikle vektorlerin uzunluklarini ve vektorler arasindaki
acilar1 korur. Yani, bir T doniistimii

(T, T(W)) = (U, v)
esitligini sagliyorsa bu doniisiime ortogonal doniisiim denir. Ortogonal doniisiimiin

matrisine de ortogonal matris denir.

Tanim 1.3.4.2. Determinant1 1 olan ortogonal matrislere donme matrisi denir. E* de

donme matrislerinin kiimesi
SO(3) = {R € M3(R):R‘R =1 ve detR = 1}

ile gosterilir.

SO(3) kiimesi matrislerle ¢arpma iglemine gore bir gruptur. Donme matrisleri,

determinanti 1 olan, acilar1 ve uzunluklar1 koruyan dontistimlerdir.

Teorem 1.3.4.3. Herhangi p, q € H i¢in,
R: H—H

p — Ry = qpq"
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seklinde tanimlanan R donilistimii lineerdir.
Ispat. p,r € H ve A € R i¢in,

RAp+1)=q(Ap+1)q"
=(qgApqg™) + (qrq™)
=Agpq™) + (qrq™)
= AR (p) + R,(r)

oldugundan R, doniistimi lineer doniisiimdiir.

Teorem 1.3.4.3. p € H ve q € H; igin,
R: H— H
p — Ry = qpq*

seklinde tanimlanan R doniisiimii normu ve p kuaterniyonunun skaler kismini korur.

Bu teoreme gore R lineer doniisiimiiniin, bir kuaterniyonun skaler kismin
korudugu ve sadece vektorel kismini degistirdigi goriiliir. Dolayisiyla kuaterniyonun
skaler kismi degismediginden, R3 uzayindaki herhangi bir % vektdriinii pure
kuaterniyon (u) olarak kabul ederek yine R® uzayimndaki bir vektore, yani bir R(w)

pure kuaterniyona doniistiirtir.

Teorem 1.3.4.4. p = cos 6 + nsin 6 € H; birim kuaterniyonu ve q € H, i¢in,

Rp(q@) = pap™*
dontisiimii, p kuaterniyonunun vektorel kismi etrafinda 26 agis1 kadar donmeyi ifade

eder.

Sekil 3. p = cos 8 + nsin 8 birim kuaterniyonu ile R? de donme
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Teorem 1.3.4.5. p = py + p1l + pj + p3k € H; birim kuaterniyonu i¢in
R,:R* > R3
lineer doniigiimiine karsilik gelen matris

pé +pf—p5—p5 —2pops + 2pip2 2pop2 + 2p1p3
Ry, =| 2pops +2p1p2 P —DPi+D;—Dp5 —2pop1+ 2p2p3
—2pop2 + 2p1P3 2pop1 + 2p2ps PG —Pi — 5+ 3

ile verilen matristir. 8, matrisi R}, = R,* ve detR, = 1 6zelliklerini saglar. Yani, R,

matrisi bir ddnme matrisidir.

Ornek 1.3.4.6. x, y ve z koordinat eksenleri etrafinda 0 agis1 kadar donmeyi ifade eden
matrisleri kuaterniyon aracilifiyla bulalim. x,y ve z koordinat eksenlerinin dénme
eksenleri sirastyla n, = (1,0,0),n,, = (0,1,0),n, = (0,0,1) oldugundan bu eksenler

etrafindaki 0 acis1 kadar donmeyi ifade eden kuaterniyonlar, sirasiyla,

0 .0 6 .6
px=cos§+nxsmz=cosz+lsmz
0 .0 6 .0
py=cosz+nysmz=cosz+]smz
0 N 0 N
pz=cos§+nzsm§=cos§+ksm§

olur. Buna gore, x,y ve z koordinat eksenleri etrafinda 0 agis1 kadar donmeyi ifade

eden matrisler sirasiyla

1 0 0
Ry =10 cosf —sinb|,
0 sinf cos@ |
[cos 0 —sin@]

[sin@ 0 cosé |

[cosf@ —sinf@ O]
R, =|sinf cosO® 0],
0 0 1]

olarak bulunur.

1.4. Oktoniyonlar
Oktoniyonlar, Cayley sayilar1 olarak da bilinen ve sekiz boyutlu birlesmeli
olmayan ancak alternatif olan normlu bdlme cebiridir. Bu cebirler, reel sayilar (R),

kompleks sayilar (C) ve kuaterniyonlardan (H) sonra gelen en karmagsik yapidadir.
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Oktoniyonlar, matematiksel olarak son derece ilging ve fizigin ¢esitli dallarinda genis

uygulama alanlarina sahip 6zel yapilar sunar.

1.4.1. Oktoniyonlar Uzerinde islemler
Tamm 1.4.1.1. R® uzaymin standart tabani {e,, ey, €5, ..., e;} olmak iizere herhangi bir
Z oktoniyonu

7
Z=szej, Z9,21,22, -,Z7 ER
j=0
seklinde ifade edilir ve oktoniyonlar kiimesi
0 ={Z = zpeq + z161 + 7365, + -+ z7€5 : 2,241,23, ..., Z7 € R}
ile gosterilir. Burada e; = +1 ¢arpimsal birim elemamidir, §;; kronecker deltasi ve &y,
tamamen antisimetrik tensori i¢in ey, €4, €5, ..., €; oktoniyon birimleri
eiej = —b;jeq + & ey

esitligini saglar. ijk indisinin (123), (145), (176), (246), (257), (347), (365)
degerleri i¢in tamamen antisimetrik tensor &;;, = +1 ve ege; = ejeq = €j,€pey = €
dir (Fenn, 2007).

€0, €1, €2, ---, €7 oktoniyon birimlerinin ¢arpim tablosu asagidaki gibidir ve iki
oktoniyonun ¢arpimi bu tabloya gore yapilir (Fenn, 2007; Lounesto, 1997; Okubo,
1995). Ayrica, yonlendirilmis 7 nokta ve 7 dogruya sahip en kiiciik projektif diizlem

olan Fano diizlemi, birim oktoniyonlarin ¢arpim tablosunu temsil etmek icin Sekil 5

deki gibi kullanilabilir.

€7
e | & 53 =5 €y es € e7
23] -1 ey |—€e>2| €5 | —e4 | —€7| €Eg
A
er|—es| -1 | e | es | e7 | —es| —es
es| e |—e | =1 | e |—es| es —e
3] €2 1 6| €5 4 €1 €,
ey|—es|—es |—e7| -1 | e €, €3 €4
es| ey |—er| e |—e1| -1 | —es ex A
€s| €7 €4 |—€s5|—€2]| €3 -1 —€]
o >
er|—es| es | ey |—e3|—er| e | -1 € o €3 e €5
Sekil 4. Oktoniyon ¢arpim tablosu Sekil 5. Oktoniyon ¢arpiminin Fano

diizleminde gosterilmesi
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Tamm 1.4.1.2. Z = zpeq + Y.}, zje; € O oktoniyonu i¢in V; = ¥7_, z;e; degerine Z
oktoniyonunun vektdrel kismi, Sy = z, degerine de Z oktoniyonunun skaler kismi

denir (Conway ve Smith, 2003).

Dolayistyla herhangi bir Z = zyey + 217-=1Zj€ ; oktoniyonu bir skaler ve bir

vektoriin toplami olarak Z = S5 + V5 seklinde yazilabilir.

Tamm 1.4.1.3. Herhangi bir X' = Sy + Vyx ve Y = Sy + Vy oktoniyonunun esitligi
seklinde ifade edilir (Ward, 2012).

Tanim 1.4.1.4. Herhangi bir X = Sy + Vx ve Y = Sy + Vy oktoniyonunun toplami
+0x 0—0
XY > X+Y =(Sx+Sy) + (Vy +Vy)

seklinde tanimlanir (Ward, 2012).

Tamm 1.4.1.5. Herhangi bir X' = Sy + Vyx ve Y = Sy + Vy oktoniyonunun ¢arpimi
tO0x 0—0
XY) > XY =Sy Sy — Vo, V) + SxVoy + SyVx + Ve X Vy
seklinde tanimlanir. Buradaki "(-,-)" ve " X " sirasiyla 7-boyutlu Oklid uzayindaki i¢
carpim ve vektorel carpimdir (Ward, 2012; Yayli, 1997).

Tanim 1.4.1.6. Skaler kismu sifir olan oktoniyona pure (sirf) oktoniyon denir ve pure

oktoniyonlarin kiimesi Q,, ile gosterilir (Ward, 2012).

thonivonlar Kiimesi @\

Pure Oktoniyonlar
Kiimesi

X =0+Vy

.

Sekil 6. R” deki vektorler ile Oktoniyonlar arasindaki baglant:
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Sonug 1.4.1.7. BEger X = Sy + V ve Y = Sy + V¢ oktoniyonu pure oktoniyon ise X
ile Y oktoniyonunun garpimi

XY =—Vx,Vy) +Vx XVy
ile bulunur (Fenn, 2007; Yayli, 1997). Buradan goriliiyor ki 7-boyutlu vektorel

carpim, iki pure oktoniyonun oktoniyon ¢arpiminin vektorel kismidir.

Not 1.4.1.8. Genel olarak, oktoniyonlar ¢arpma islemine gore degismeli degildir.
Degismeli olmasi i¢in oktoniyonlarin vektdr kisimlart sifir veya paralel olmalidir.

Ayrica, oktoniyon ¢arpimi birkag durum disinda birlesmeli de degildir (Ward, 2012).

Tanim 1.4.1.9. Z oktoniyonunun vektorel kisminin isaretinin degistirilmesiyle elde
edilen Sy — V4 oktoniyonuna Z oktoniyonunun eslenigi denir ve Z* = S; — V4 ile

gosterilir (Fenn, 2007).

Onerme 1.4.1.10. Z = Sz + V5 € O ve W = Sy, + Vqy, € O oktoniyonlari igin
L (Z) =2

i (Z+wW) =z2*+w-

ii. (ZW)* =w*Z*

eslenik ozellikleri saglanir (Fenn, 2007).

Tanmim 1.4.1.11. Herhangi bir Z = 217'=0 zjej € O oktoniyonunun normu

I: 0 — R

Z— |2l =v22* =

seklinde tanimlanir. Normu 1 olan oktoniyonlara birim oktoniyon denir (Baez, 2002).

Tanim 1.4.1.12. Herhangi bir Z = S; + V5 € O oktoniyonunun tersi, || Z]] # 0 i¢in
L_Z
1Z11%

seklinde tanimlanir (Baez, 2002).
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Onerme 1.4.1.13. X =Sy +Vy €0QveY = Sy + Vy € O oktoniyonlar i¢in

LAXYI = [1XMIY I
i. |26+ Yyl < 11X+ Yl

iii. || X|| # 0 igin mblrlm oktoniyondur

v 07 = Nl =t
vXXt=x"1x =1
ozellikleri saglanir (Baez, 2002).

Teorem 1.4.1.14. Herhangi X' = Sy +Vy € O ve Y = Sy + Vy € O oktoniyonlar
i¢in
(YxHXx=x"'xXYPY =Y
esitligi saglanir (Ward, 2012).
Ispat. Her X =Sy +Vyx €0 ve Y = Sy +Vy € O igin Oncelikle birinci esitligi

gosterelim. O halde,

yx* (Sy + Vy)(Sx —Vy)
XX = (=) X = x
WX = e X
1
1
= W (SrnySx + <Vy, Vx)Sx + (Sny - SxVy + Vy X Vx, Vx)

+SySxVx + (Vo Vi )Vx — SySxVx + SxSxViy — SxVy X Vy
—SyVx XV + SxVy X Vy — (Vy X Vi) X Vy)

1 2 2
X (S%Sy + Sy(Var, Vo) + (Vo VW + SEVy — (Vy X V) X V)

1
= T (SE5y + SyVao. Vae) + (Vy, ViV + 53V = (Ve Vi)V + Vi, Vi) Vy)

1
= XIE (SESy + Sy(Va, Vi) + SEVy + (Vir, Vi )Vy)

= TP S5+ Va, Vi) (Sy + V)

=xI? IX112(Sy + Vy)

=Y
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elde edilir. Benzer sekilde de X ~1(XY) = Y oldugu goriilebilir.
Not 1.4.1.15. X(YX 1) = Y esitligi genelde saglanmaz (Ward, 2012).

Teorem 1.4.1.16. X =Sy +Vyx,Y =Sy +Vy ve Z =5, + V3 oktoniyonlarindan
herhangi ikisinin vektorel kisimlar1 paralel ise birlesme 6zelligi saglanir (Ward, 2012).
Ispat. X,Y ve Z oktoniyonlarindan, X ile Y oktoniyonlarinin vektorel kisimlarini
paralel alarak birlesme 6zelligini gosterirsek benzer sekilde diger ihtimaller i¢in de
gosterilebilir. O halde X ile Y oktoniyonlarin vektdrel kisimlari paralel olsun.
Buradan 1 € R igin Vy = AVy olur. O halde,
(XYZ = (SxSy — UVy, Vy) + SxViy + ASyVy + AWy X Vo) (Sz + V3)
= (SxSy — MVqy, Vi) + (Sx + ASy)Vy)(Sz + V)
= SxSySz — AV, Vy)Sz — (Sx + ASy)(Vey, V) + SxSyVz
—MVy, VyWy + (Sx + ASy)SzVy + (Sx + ASy)Vy X V4
X(Y2) = (Sx + Wy)(SySz — (Vi V) + SyVz + SzViy + Voy X V)
= SySySz — Sx(Vy,Vz) — ASy(Vy,Vz) — A5:(Vy, Vy)
+SxSyVz + SxSzVy + SxVy X Vz + ASySzVy — AV, VZ)Vy
FASyVy X Vg + AVy, Vz)Vy — AVy, Vy)V 4
= SxSySz — (Sx + ASy)(Vy, Vz) — ASz(Vy, Viy) + SxSyV 2
+(Sx + ASy)SzVy + (Sx + ASy)Voy X Vg — AV, Vy)V 4
esitlikleri elde edilir. Buradan (XY)Z = X (YZ) oldugu goriiliir.

1.4.2. Oktoniyonlarin Kutupsal Gosterimi
Herhangi bir 2 =S5 + V5 € O oktoniyonu normu ile g¢arpilip boliinerek

diizenlenirse
Sz Vy
z =12l (5 + =)
Izl Izl
Sz Vy VIl
= ||1Z|| ( +
IZ1 - VIl 121

seklinde yazilabilir. V5 pure oktoniyon oldugundan, % =N € 0, birim pure
Z

oktoniyonu ayni zamanda R” de birim vektordiir ve
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Ve VL V) VXV (V3 Vg)
V11> (Vz,V3z) (Vz,Vz)

olur. Diger taraftan

N? -1

2
( Sz )2 N <||Vz||> SVl Nz "
121l 121l 1Z1]2 12112
oldugundan, cos? 8 + sin? 8 = 1 esitligi de gdz dniine alinirsa,
Sz IVl
cosf =—— ve sinf =
12l 121l

olacak sekilde bir 6 € [0,2m) a¢isinin varligindan bahsedilebilir. Dolayisiyla, herhangi
bir Z = S; + V5 € O oktoniyonu

Z = ||Z||(cos 8 + N sin 0)
seklinde ifade edilebilir.

Tanim 1.4.2.1. Herhangi bir Z = S; + V5 € O oktoniyonunun
Z = ||Z]||(cos 6 + N sin9)

seklindeki yazilisina Z oktoniyonunun kutupsal formu denir (Leite ve Vitoria, 1994).

1.4.3. Oktoniyonlarin Reel Matris Temsilleri

Reel kuaterniyon cebirinin 4 X 4 reel matris cebirine izomorf oldugu biliniyor.
Oktoniyonlar kiimesi O ise, R reel sayilar cismi iizerinde birlesmeli olmayan alternatif
normlu bdlme cebiri oldugundan R reel sayilar cismi lizerinde herhangi bir matris
cebirine cebirsel olarak izomorf olamaz. Ancak O reel oktoniyonlar kiimesi, H
kuaterniyonlar kiimesinin bir uzantisi1 ve sonlu oldugundan oktoniyonlarin reel matris
temsilleri, kuaterniyonlarin reel matris temsilleri yardimiyla bulunabilir (Tian, 2000).

P = po + p1l + poj + p3k € H kuaterniyonu i¢in

pp:H - H Ty H - H
q-o@=qp " q-1,(@=pq

doniistimleri gdz Oniline alindiginda bir kuaterniyonun 4 X 4 sag ve sol reel ¢arpim

matris temsillerinin sirasiyla asagidaki gibi oldugu biliniyor.

Po —P1 —P2 —DP3 Po —P1 —P2 —P3
_|P1 Po ~—P3 D2 _|P1 Do bz D2
=p, ps po -l PT P ez o b

bs —DP2 D1 Po P P2 —P1 Po
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Benzer sekilde, X = xye, + 217-=1 x;jej € O oktoniyonu,
X = (%o + x161 + x265 + x3€3) + (x4 + X561 + X6, + X7€3)€4
=p+qe,
seklinde yazilabildigi i¢in ve e2 = —1 oldugu icin, kuaterniyonlarin 2 X 2 kompleks
matris temsili ile sag ve sol matris temsilinden faydalanarak oktoniyonlarin 8 X 8 sol

ve sag reel ¢arpim matris temsilleri elde edilebilir.

Tanim 1.4.3.1. Herhangi bir X' = xyeqy + 217-=1 xje; € O oktoniyonu verilsin.
X = (xg + x161 + x5, + x363) + (x4 + X561 + X656, + x7€3)e, = p + qey

oktoniyonunun 8 X 8 sol ve sag reel carpim matris temsilleri sirasiyla

Xg —X1 —Xp —X3 —X4 —X5 —Xg —Xo7
X1 Xop TX3 X2 —X5 X4 X7  —Xe
X2 X3 Xo —X1 —Xe —X7 Xg X5
oy = [<pp —TqK] _ X3 —X; X Xo —X7 X —Xs X4
Pk Tp X4 X5  Xeg X7  Xg —X1 —X —X3
Xs —Xg X7 —Xg X1 Xo X3 —X3
Xe —X7 —X4 Xs X2 —X3  Xo X1
(X7,  X¢ —X5 —X4 X3 X, —Xi Xg -
Xo X1 TXz TX3 TX4 —X5 TXg TX77
X1 Xo X3 —X2 X5 X4 —X7 Xg
XZ _X3 XO X1 x6 x7 _X4 _xs
by = [Tp —goq] _ X3 Xo —X1 Xo X7  —Xg Xs @ —Xu
Pq Tp X4 —X5 —Xg —X7 Xo X1 Xz X3
Xs X4 —X7 X¢ X1 X9 X3 X2
Xe X7 X4 —Xs5 —Xz X3 Xo —X1
[x; —X¢ X3 X4 —X3 —Xy Xq Xq |

ile bulunur, burada k = diag(1, —1,—1, —1) dir (Tian, 2000).

Onerme 1.4.3.2. X,Y € O ve A € R i¢in asagidaki esitlikler saglanir (Tian, 2000).
L X =Y o wy =wy © vy =vy

i Wyyy = Wy + 0y, Wiy = Awy, w; =1g

. Vyyy = Ux + Uy, Uy = vy, vy =14

V. Wyy = WywWy, Vxy = UxlUy

V. Wyt = W, Uy =V

vi. det(wy) = det(vy) = || X]|8

Vil. Wy-1 = Wy, Uy-1 = Uy
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1.4.4. Oktoniyonlar ile E” uzayinda Dénme

Oklid diizlemindeki dénme hareketi birim karmasik sayilarla, 3-boyutlu Oklid
uzaymdaki donme hareketi birim kuaterniyonlarla ve 7-boyutlu Oklid uzaymdaki
donme hareketi de birim oktoniyonlarla ifade edilebilir. Bu boliimde oktoniyonlar ile

donme hareketi lizerine bilgiler verilecektir.

Teorem 1.4.4.1. Herhangi bir X = Sy + V- € O oktoniyonu i¢in
Qy: 0O —>0
Y — Qx(Y) =X YX™H
seklinde tanimlanan doniisiim lineer doniistimdiir (Ward, 2012).
Ispat: Y,Z € O ve a € Rigin
Qx(ay + 2) = X((aY + 2)X71)
=X(ayYxX1+zx1h
=aX(YXH+x(Zx™ 1Y
= aQyx(Y) + Qx(2)

oldugundan Q, doniisiimii lineer doniisiimdiir.

Teorem 1.4.4.2. Herhangi bir X =Sy +Vyx € O oktoniyonu igin, y lineer
dontisiimii X' oktoniyonunun vektdrel kismini degistirmez (Ward, 2012).
Teorem 1.4.4.3. Herhangi X', Y € O oktoniyonlar1 i¢in £ lineer doniisiimii, normu ve

Y oktoniyonunun skaler kismini korur (Ward, 2012).

Teorem 1.4.4.4. Herhangi birim X = cos € + N sin @ oktoniyonu ve Y = Sy + Vy
oktoniyonu i¢in

Qe (Y) = X(YX™H
lineer doniigiimii, Vy € R7 vektoriinii NV € R” vektorii etrafinda 26 acis1 kadar

dondiiriir (Ward, 2012).

1.5. Dual Oktoniyonlar
1.5.1. Dual Oktoniyonlar Uzerinde islemler
Tanmim 1.5.1.1. Katsayilar1 dual say1 olan oktoniyonlara dual oktoniyon denir ve dual

oktoniyonlarin kiimesi DO ile gosterilir (Chanyal vd., 2016).

30



Dual oktoniyonlar, oktoniyonlarin ve dual sayilarin 6zelliklerini birlestiren

cebirsel bir say1 kiimesidir. Z, Z3, ..., Z; € D olmak tlizere herhangi bir dual oktoniyon,

7
Z = Zyey + Ezjej

j=1
seklinde yazilir. Z, = x; + €y}, (j = 0,1, ...,7) dual sayilar1 yukaridaki ifadede yerine

yazilarak diizenlenirse, bir dual oktoniyon

A

7 7
Z = Zoeg + Zé}ej = (xo + €yo)eo + Z(xj +€y;)e;
j=1 Jj=1

= (xo + &yo)eg + (%1 + ey1)ey + -+ (x; + €y7)e;

7 7
:ero+ZXjej+g yoeo‘l‘zyjej
j=1 j=1

=X +Y
seklinde X ve Y oktoniyonlar1 yardimiyla yazilabilir.
Z = X + €Y ifadesi dual oktoniyonun dual formu olarak adlandirilir. Ayrica &
dual sayr birimi ile ey, eq,...,e; oktoniyon birimleri c¢arpma islemine gore

degismelidir. Ornegin, e, = ce,, e,& = e, dir.

Tamm 1.5.1.2. Dual formda verilen Z = Z, +&Z, dual oktoniyonu igin, Z,
oktoniyonuna Z dual oktoniyonunun dual olmayan kismi ve Z4 oktoniyonuna da Z

dual oktoniyonunun dual kismi denir (Chanyal vd., 2016).

Tamm 1.5.1.3. Z = Zyey + Z;zlé}ej seklinde verilen bir dual oktoniyon i¢in S = Z;

ifadesine Z dual oktoniyonunun skaler kismi, V5 = Z;zlé}ej ifadesine de Z dual

oktoniyonunun vektorel kismi denir (Chanyal vd., 2016).

Tamm 1.5.1.4. Z = Zyey + Z;zlé}ej dual oktoniyonu i¢in, eger Z, = 0 (yani xo = 0
ve Yo = 0) ise, £ dual oktoniyonuna pure (sirf) dual oktoniyon denir ve pure dual
oktoniyonlarin kiimesi DQ,, ile, birim pure dual oktoniyonlarin kiimesi de ]D)(O)%, ile

gosterilir (Chanyal vd., 2016).
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Tamm 1.5.1.5. X = X, + eXq € DO ve Y =Y, + €Y, € DO dual oktoniyonlari
icin toplama islemi

+: DO X DO — DO

(X.9) > X+ =2 + Yy + (X + Ya)
seklinde tanimlanir (Chanyal vd., 2016).

Tamm 1.5.1.6. X = X, + eX; € DO ve Y =Y, + €Y, € DO dual oktoniyonlar
icin ¢arpma islemi

-+ DO X DO — DO

(X,79) — XY = %Yy + e(GYg+X4Yr)
seklinde tanimlanir (Chanyal vd., 2016).

Tanimda verilen ¢arpma islemi diizenlenirse,
XY = XYy + e(XYa + XaYy)
= Sx, Sy, = Ve Vy) + S, Vy, + Sy, Vo, + Vi, XV,
+&(Sx, Sy, — Va,, Viy,) + Sx, Viy, + Sy, Vu, + Vi, X Vo,
+Sx, Sy, — Vap Vo) + Sx,Voy, + Sy V, + Vi, X Vy,)
elde edilir.

Tamim 1.5.1.7. Herhangi bir £ = 2, + £Z, € DO dual oktoniyonunun oktoniyon
eslenigi

Z* =2} +¢eZ; € DO
seklinde, dual eslenigi ise dual sayilarin eslenikleri alinarak

28 =2,—¢eZ,; € DO
seklinde tanimlanir. Hem oktoniyonun hem de dual sayilarin eslenigi alinarak elde
edilen

Z& =2 — ez € DO

dual oktoniyonuna Z dual oktoniyonunun toplam eslenigi denir.

Tamm 1.5.1.8. Bir Z = Z, + £Z4 € DO dual oktoniyonunun normu
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[|-]]: DO — D
Z - |2||=VZ2z2"

seklinde tanimlanir (Chanyal vd., 2016).

Tanimdan gorildiigii gibi bir dual oktoniyonun normu bir dual sayidir.
Dolayisiyla dual oktoniyonun normunu hesaplamak i¢in dual sayilarin karekok tanimi
kullanilir. Bir dual oktoniyonunun eslenigiyle carpimi

22" =(Z, +e24)(Z; +€Z2)
= 2,28 + 6(2,Z5 + ZaZ0) = 2,112 + £(2,Z + ZaZ7)

oldugundan, bu esitlik (5) esitliginde yerine yazilarak bir dual saymin normu

12| =v22- = \/IIZrIIZ +e(2,2; + 2427)

T 4 BB BT
2/ 112117

2,25 + 242t
211z

olarak bulunabilir. Dolayisiyla buradan goriiliiyor ki bir dual oktoniyonun birim

=||Z,]| + ¢ Z,#0

olabilmesi i¢in
1211 =1
Z,.Z;+2Z,2; =0

esitliklerinin saglanmasi gerekir.

Tamm 1.5.1.9. Bir Z = Z, + £Z4 € DO dual oktoniyonunun tersi
2= Re(2]) %0

an2 ’
(|

seklinde tanimlanir (Chanyal vd., 2016).

Dolayisiyla bir dual oktoniyonun tersinin tanimli olmasi i¢in ||ﬁ || dual
sayisinin reel kisminin sifirdan farkli olmasi gerekir. Yani, Re(”ﬁf || ) =||Z,]| # 0

olmasi gerekir. Bu ise, Z,. # 0 olmas1 demektir. O halde, Z = £Z,; € DO formundaki

dual oktoniyonlarin tersinden s6z edilemez.
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1.5.2. Dual Oktoniyonlarin Kutupsal Gosterimi

Dual oktoniyonun kutupsal gdsterimi de oktoniyonlara benzer sekilde ifade
edilebilir. Fakat bir £ = Sz + Vs € DO dual oktoniyonunun kutupsal gosterimini
ifade edebilmek i¢in normunun reel kismi sifirdan farkli olmasi gerekir. Yani, £ dual

oktoniyonunun tersinin mevcut olmasi gerekir. Bu durumda Z dual oktoniyonu

. . Ss Vs |[Vs
Z=||Z||< z + z ” Z”)

121 vzl
seklinde yazilabilir. ¢ € D dual agis1 i¢in bu esitlikte, ﬁ = cos {, % =sin® ve
Vs ~ .
| = NV denirse,
z

Z = ||2||(cos<,b + NV sin (,6)
elde edilir. Bu ifadeye, £ € DO dual oktoniyonunun kutupsal gosterimi denir. Ayrica

bu gosterimde yine oktoniyonlarda oldugu gibi N2 = —1 oldugu gériilebilir.

1.6. D’-Modiilde Temel Kavramlar
Bu boliimde, D dual sayilar halkasi iizerinde modiil olan D7-modiilde i¢
¢arpim, norm ve vektorel carpim tanimlari verilmistir. Bu boliimiin hazirlanmasinda

genel olarak (Aktas, 2020) kaynagindan yararlanilmistir.

Tamm 1.6.1. D7 ={2= (2,25, ..,27):Z,=x;+ey; €D, i = 1,2,...,7} kiimesi
tizerinde sirasiyla esitlik, toplama ve skalerle ¢carpma diye adlandirilan islemler,

. (71,23, 0, 27) = (Wi, Wy, ...,Wy) © 7z, =w,i=12,..,7

ii. (21, Z3 o, 27) + (W, Wy, .., Wy) = (21 + W1, 25 + Wy, ..., Z7 + W7)

iii. M(21, 23, ..., Z7) = (A7}, AZ3, ..., AZ7)

biciminde tanimlanmis olsun. D7 kiimesi iizerindeki bu islemlerle birlikte

diistiniildiigiinde, D7 kiimesine 7-boyutlu dual sayilar kiimesi denir.

Teorem 1.6.2. D7 kiimesi, D dual sayilar halkas1 iizerinde bir modiildiir.
Ispat. Once D7 kiimesinin degismeli bir grup oldugu gosterilecektir.
Toplama isleminin tanimindan D7 kiimesi + islemine gore kapalidir.

Her & = (B,%5, ., 55), § = 0,75 o, 73, 2= (5,55, ., %) € D7 igin,
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R+9 +z2=[01% ... %7) + G0,V -, YD + (21, 23, ..., Z7)
=@+ Y% + Y2, X7 +37) + (21,23, 0, Z7)
=@M+ + a5+, + 2% Y7+ 727)
= (%1, %, w0, %) + 1 + 21,52 + 23, 0, V7 + 77)
= (%1, %z, 0, X7) + (01, V2, -, ¥7) + (21, 23, -0, Z7))]
=X+ +2)
oldugundan + isleminin birlesme 6zelligi vardir.
0=1(0,0,..,0) € D’ veher k= (3},%5, ..., %;) € D7 icin
£+0=0+%=2%
oldugundan 0 € D7, + islemine gore D7 de birim elemandir.
+ islemine gore her ® = (%7, %3, ..., %) € D7 icin
£+9=9+%=0
olacak sekilde bir tek § € D7 ters elemani vardir. Gergekten toplama ve esitlik
tanimindan X € D7 icin
§=(—%,~% ., —7) €D
oldugu goriiliir.
Her % = (x,%3,...,%7), ¥ = (1,¥3, ...,¥7) € D7 icin, toplama ve esitlik
tanimi kullanilarak
X+y=9y+X
oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla (D7, +) ikilisi degismeli bir gruptur.
Simdi (D7, +) degismeli grubunun, D dual sayilar halkasi iizerinde bir modiil

oldugu gosterilecektir.

HerR = (37,%3, ...,%7), ¥ = (V,¥3, ...,¥7;) € D7 ve @ € D igin,

a®+y) = al(xy, %, ., X7) + 1,52, -, ¥7)]

= a( +y1, % + Y2, -, X7 + 7)

= (ax; + ay;, 4%, + ay,, ..., 4%, + ayy)
(a%y, %3, ..., a%;) + (@y3, a5, ..., 4y7)
ag + ay

elde edilir.
Her R = (%7,%,, ..., %;) € D7 ve d,b € D i¢in,

(@a+b)g=(a+b)x, % ... %)

/N

(a+b)%, (a +b)T3, ... (a + b)%7)

= (a%; + b%;, a%; + b, ..., a%; + bx;)
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= ag + bR
olur.
Her R = (%7,%,, ..., %;) € D7 ve d,b € D igin,
(&B))? = (dB)(xl,xz, ,X7)
= ((ab)m, (ab)%, ., (ab)%7)
= a(bxy, bx3, ..., b%5)
= a(bR)
bulunur.

Her R = (37, %3, ..., %;) € D7 i¢in
1X=X
olacak sekilde 1 € D vardir.
Buradan D7 kiimesinin, D dual sayilar halkasi iizerinde bir modiil oldugu

goriliir.

Tanim 1.6.3. Dual sayilar halkast iizerinde tanimlanan (D7, 4+) degismeli grubuna D7 -

modiil, elemanlarina da dual vektor denir.

Not 1.6.4. Bir 2 = (2,7, ..., %Z;) € D7 dual vektori

Z=(21,73...,727) = (x; + €y1, %, + €Yy, o.., X7 + €Y7)

= (xltxZJ ...,X7) + S(ylﬂyZ' ---,y7)
=X +ey

seklinde yazilabilir. Burada, ¥ = (x4, x5, ..., Xx7) € R, ¥ = (y1,¥3, ..., ¥7) € R7 dir.

Tamm 1.6.5.2 = X + ), W =1 + ¥ € D7 dual vektdrlerinin i¢ ¢arpimi
(, )p:D’x D’ > D
(Z,W) > (Z,W)p = (X + &y, U+ eV)p
= (X, u) + e((X, V) + (¥, u))
seklinde tanmimlanmir. Buradaki “(,)” i¢ carpimi 7-boyutlu Oklid uzayindaki i¢
carpimdir.

Tanim 1.6.6. Herhangi bir Z = X + & € D7 dual vektdriiniin normu
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I-llp: D7 x D7 — D
Z— |lzllp = V(Z 2)p

seklinde tanimlanur.

Dolayistyla, bir Z = ¥ + &y € D7 dual vektoriiniin normu
12llp = VIIXII? + 2&(%, )

LGP
= I+ S5 il # 0

ile bulunur.

Tamm 1.6.7. Bir Z = X + ¢y € D7 dual vektorii icin ||Z]|p = 1 ise, Z € D7 ye birim

dual vektor denir.

Buradan gériilityor ki, Z = X + £y € D7 dual vektoriiniin birim olmast igin gerekli ve

yeterli kosul ||X]| = 1 ve (X, y) = 0 olmasidir.
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2. YAPILAN CALISMALAR

Bu béliimde, D7-modiilde vektdrel ¢arpim tanimi ve birim dual kiire tanimi
verilerek, birim dual kiirenin dual noktalari ile R” deki yonlii dogrular arasinda birebir
esleme oldugu ispatlanmistir. Ayrica, P® € S° kiimesinin elemanlart ile R’ de dik
kesisen herhangi iki yonlii dogru arasinda da birebir esleme oldugu gosterilmistir. R’
deki yonlii dogrular kullanilarak, D7-modiiliin elemanlar1 olan dual vektorler
arasindaki ac1 tanimi verilmistir. Daha sonra pure dual oktoniyonlarin D7-modiiliin

elemanlariyla ifade edilebilecegi gosterilmistir.

2.1. D7-Modiilde Déniisiimler
Tamm 2.1.1. 2 = X + €, W = U + ¥ € D7 dual vektorlerinin vektdrel carprmi
Xp: D7’ x D7 —» D
(i,W) —Z X]D)W = (5&"‘8}7) XD (17"‘81_7))
=XXU+e(AXV+yXxX1i)
seklinde tamimlanir. Buradaki “X” vektdrel carpimi 7-boyutlu Oklid uzayindaki

vektorel ¢arpimdir.

Tanim 2.1.2. Tiim birim dual vektorlerden olusan
SC={F=%+¢ey:|Zllp =1,Z€ D7}

kiimesine D7 -modiilde birim dual kiire denir.

Teorem 2.1.3. (E-Study Donlislimii) S° birim dual kiiresinin dual noktalar1 ile R’ deki
yonlii dogrular arasinda birebir esleme vardir.
Ispat: p € R7 konum vektorii ve @i € R7 dogrunun yoniinii gdsteren birim vektor
olmak iizere R” deki bir dogru

C=p+tu
seklinde tamamen belirlidir. Bu durumda u, = p X U ile verilen vektore U vektoriiniin
orijine gore vektorel momenti denir ve bu vektoérel moment dogru lizerindeki noktanin
secilisinden bagimsizdir. Yani dogru tlizerindeki herhangi bir Q noktasi i¢in,

U, =pXuUu=qgxu
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yazabiliriz. O halde u, vektorii dogru iizerindeki noktanin se¢iminden bagimsiz
oldugundan, orijinden dogruya dik olarak ¢izilen vektore m dersek, ozel olarak u,
vektoriinii

U, =mxu
olarak alabiliriz. Béylece, u, vektoriiniin uzunlugu

IFegll = limi > all = limillllzl] sin = = ||l

olarak bulunur. Buradan u, vektoriiniin, O baslangi¢ noktasinin se¢imine bagli oldugu
goriiliir. Buna goére (U, u,) vektor cifti verilmis ise R7 deki yonlii dogru tek tiirlii
belirlidir. Dolayisiyla, R? de orijini igeren ve normal vektdrii u, olan bir diizlem
cizersek, (iU, u,) = 0 oldugundan u vektorii bu diizlemde yer alir. Buradan, bu
diizlemde O merkezli ve ||u,|| yarigaph bir gember ¢izilirse, O baslangi¢ noktasindan
gecen ve U vektoriine dik olan dogru ile gember iki noktada kesisir. Bu noktalardan
cembere gizilen tegetler (4, u,) ve (4, —u,) vektor giftlerine karsilik gelen yonli
dogrulardir. Momentin pozitif oldugu, yani (4, u,) vektor ¢iftine karsilik gelen yonlii
dogruyu goz Oniine alirsak, bu dogru tek tiirlii belirlidir. Burada (i, u,) vektor ¢ifti
4|l = 1 ve (@, u,) = 0 sartlarim saglamaktadir. Diger taraftan, S° birim dual kiiresi
lizerindeki bir Z = X + €y € D7 noktast i¢in ||X|| = 1 ve (X,y) = 0 oldugu biliniyor.
O halde u vektorii X vektoriine ve u, vektorii de y vektoriine karsilik gelmektedir.
Boylece Z = X + € € D7 birim dual vektorii verildiginde, R” de dogrultman vektdrii
X ve vektorel momenti y olan bir tek yonlii dogru tamamen belirlenir. Simdi
dogrultman1 U birim vektérii ve vektérel momenti u, vektorii olacak sekilde bir d
dogrusu alinirsa, orijinden dogruya dik olarak ¢izilen vektor 7 oldugundan
UXU, =UX (M XU)
= (U, uym — (U, m)u
=m

elde edilir. Boylece d dogrusuna ait bir M noktast bulunur. Buradan iizerindeki bir
noktasi ve dogrultmani bilinen yonlii dogru tamamen belirlenir.

Dolayisiyla, S° birim dual kiiresinin dual noktalari ile R” deki yénlii dogrular

arasinda birebir esleme oldugu goriiliir.
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N

// 'S birim dual kiiresi R7 de bir dogru

Sekil 7: S° ile R arasindaki E. Study doniisiimiiniin temsili

Ornek 2.1.4. S® birim dual kiiresi iizerindeki,

1
Z=X+€y=— I,14,4,Y, 74, + & »,Y,4,U,1,
Z2=Xx y 3(00120 2,0) (5,3,0,1,0,1,0)

vektoriine karsilik gelen yonlii dogruyu bulmak igin Z birim dual vektoriiniin birim

olma sart1 kullanilir. ¥ = %(0,0,1,2,0, —2,0) ve y = (5,3,0,1,0,1,0) icin [|X]] = 1 ve

A

(X,y) =0 oldugundan Z birim dual vektdriine karsilik gelen d; dogrusunun
dogrultman vektorii olarak X vektorii ve vektérel moment olarak da y vektorii
alinabilir. Buradan dogru tlizerindeki bir nokta

OM =% %% = (-1,3,0,—2,-3,-2,—3)
olarak bulundugundan, Z birim dual vektoriine karsilik gelen d; yonlii dogrusunun

denklemi

X4 —Xe
d’z‘: X1 =_1,XZ =3,XS = _3,x7 =_3,X3 =?+1=T—1=A,AER

olarak bulunur.

Teorem 2.1.5. P® = {v’\? =Uu+ev:u,ve S6} c S° kiimesinin elemanlari ile R de

dik kesisen herhangi iki yonlii dogru arasinda birebir esleme vardir.

Ispat. W = i + €9 € P° olsun. O halde @i = Uy + €U, ve ¥ = V5 + €7, i¢in,
W=Ul+eV=u+ecu, +ec(v; +ev,) =u; +c(uy; +v)) ve ||[W|lp =1

olur. Diger taraftan U ve V birim dual vektor oldugundan Study doniisiimii geregi

sirastyla U ve V birim dual vektorleri ile R’ deki dg ve dg yonlii dogrulart arasinda
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birebir bir esleme vardir. Dolayisiyla dg ve dy yonlii dogrular1 arasindaki aginin g

oldugunu gosterirsek ispat biter. O halde
1llp = 175 + £ + )l = I -+ e ot 21
[y |l
=1+ &(uy,v7) = 1+ ellwglll[v1ll cos @
=1+ ¢ecosb
esitliginden 6 = g, 0 = x(uy,v;y) elde edilir. u; ve v; swrasiyla dg ve dy yonlii

dogrularinin dogrultman vektorii oldugundan dg ve dg yonlii dogrular dik kesisir.

Teorem 2.1.6. D7 -modiilde verilen Z = X + £ ve W = U + £ birim dual vektorlerine
karsilik gelen yonlii dogrular sirasiyla d; ve dg olsun. d; ve dg dogrular arasindaki
ag1 6 ve uzaklik § olmak tizere,

(Z, W)p = cos( 0 + €5)

|1Z Xp W|| = sin( 8 + &8)
esitlikleri saglanir.
Ispat. D7-modiilde Z = X + £y ve W = 1 + & birim dual vektdrlerine karsilik gelen
yonlii dogrular arasindaki ag1 6 ve uzaklik § olsun. Z ve W birim dual vektor
oldugundan ||X|| =1, (X,¥) =0 ve |[u]l =1, (U,?) =0 esitlikleri elde edilir.
Buradan,

&, u) = |IX||l|u]] cos @ = cos O
bulunur. ¥ ve v vektorleri sirasiyla d; ve dg dogrularinin iizerindeki noktalarin
seciminden bagimsiz oldugundan P ve Q noktalar1 d; ve dg dogrularinin ortak dikme
ayaklari olarak secilebilir. Bu ortak dikme yoniindeki birim vektor
X XU

n=t-——078
1 > ull

olur. d; ve dg yonlii dogrular arasindaki uzaklik § oldugundan
X XU
—p=1n6=+t-———==6 (6)
P 1% x
elde edilir. Ayrica, d; ve dg yonlii dogrularinin vektdrel momentleri, sirastyla,
Yy=qXX ve v=pXxX1uU
oldugundan bu vektorel moment esitlikleri ve (6) esitligi, (X, V) + (y,u) ifadesinde

yerine yazilirsa
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(X, V) + (y,d) = (X,p X U) + (G X X,u)

= —(p,X X U) + (4, % x Uy =(§ — P, % x )

- — - — - =112
=+ (x XU, X X u)6 — 4+ ||x%>< 11_!|

1 > ull 1 x ull
= +|[X x U]|6 = x||x]|||2]|6 sin O
= +4§sind
olur. Burada “— isareti géz 6niine almirsa (X, ¥) + (¥, u) = —§ sin 0 elde edilir. Diger

taraftan, cos( 6 + £8) = cos 6 — e6sin 6 ifadesi kullanilirsa

(Z,W)p = (X, u) + e({X, V) + (y,U)) = cos O — &6sin@ = cos( O + €6)
elde edilir.
Simdi ||Z Xp W|| = sin( 8 + &8) oldugu gosterilecektir.

- - > - -

A A~ - — - - - — - — <xxux
lZxpW| =[x xu+exXxv+yxu)| =|xx*xul|l+e&

>l (XU XX D)+ (X XU Y XU
= [IX|lllull sin 6 + ¢ y

[1%]l[[2i]] sin &
XXUXXD)+(XXUYXU
_sing 4 ) - EX Y x ) )
sin 8
bulunur. Diger taraftan,
N [ I ) | 1 (%v) — ov2 o
X X = — > - o> = - > = - ) )
xR0 =g @ol @y o | ®OED
4 = = purd <£I5}) (fﬂa) | O (fll_j'>| - — - o
xxu: Xu:|—>—> - — = - - = —{X,unu,
( y X u) @y anl " layn 1 (X, uu,y)
oldugundan
(X XU, X X D)+ (X x U,y XU) = —(U, XXX, V) — (X, u)(H, y)
= —(i, X)((X, V) + (&, y))
= —||X|||[u]| cos @ (=& sin O)
= § cos B sinb (8)

olur. Dolayisiyla (8) ifadesi, (7) ifadesinde yerine yazilirsa
||Z Xp W|| = sinf + €6 cos @ = sin( 6 + €5)
elde edilir.

Tanim 2.1.7. ¢ = 0 + €5 € D dual sayisina Z ve W birim dual vektorleri arasindaki

dual ag1 denir.
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Ornek 2.1.8. S® birim dual kiiresi iizerindeki,

+ ey = %(1,0,0, —-2,0,0,2) + £(0,—2,0,1,3,-5,1)
W=+ eb = £(2,-2,-21222) +e(301,-20,2-3)
vektorlerine karsilik gelen yonlii dogrulart ve bu vektorler arasindaki dual agiyi
bulmak i¢in Z ve W vektorlerinin birim olma sart1 kullanilir. X = % (1,0,0,—2,0,0,2) ve
y =(0,-2,0,1,3,—-5,1) i¢in ||X|]| =1 ve (X,y)=0 oldugundan Z birim dual
vektoriine karsilik gelen d; dogrusunun dogrultman vektorii olarak X vektorii ve

vektorel moment olarak y vektorii alinabilir. Buradan dogru iizerindeki herhangi bir

nokta
OP=3%xj= (—_16,1_2,_1‘_1’_12)
3 '3 3
olarak bulundugundan, Z birim dual vektoriine karsilik gelen d; yonlii dogrusunun
denklemi
d; : x, = g,x3 — 2x5 = —1,x5 = —1,3%, + 16 = — 3(x4,2+ 1) _ 3x72— 5

=ALA1ER
olarak bulunur. Benzer sekilde, U = é(Z, -2,-2,1,2,2,2) ve ¥ = (3,0,1,—2,0,2,-3)

icin ||u]| = 1 ve (U, ?) = 0 oldugundan W birim dual vektoriine karsilik gelen dg
dogrusunun dogrultman vektorii olarak U vektorii ve vektorel moment olarak ¥ vektorii

alinabilir. Buradan dogru lizerindeki herhangi bir nokta

— . ., (12 -8 3 6 —19 -6
0Q=u><v=( )

5° 555 5 "5
olarak bulundugundan, w birim dual vektoriine karsilik gelen dg yonlii dogrusunun
denklemi
de: 5%y —12=-5x, —8=3—-5x3 =10x, — 12 =5x;+19=5x,+ 6 =5x, —5=4,1€R
olarak bulunur.

Simdi Z ve W birim dual vektorleri arasindaki dual agiy1 bulalim. d; ve dg

yonlii dogrular arasindaki ag1 8 ve uzaklik § olmak lizere,

1 4
cosf = (X,u) = 1—5((1,0,0, -2,0,0,2),(2,-2,-2,1,2,2,2)) = 1

4

=0 = —
arccos s
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-2 -8 -2 1 -2 =2 _ 116 —44 13 11 -14 -1 -2\ . .
555 5)=PQ = (E' s '?'?'T'?'?) i¢in
|(PQ, % x U)|
[Ee|

|<(116 —44 13 11 -14 -1 —2)’(0 -2 -8-21 -2 —2))|

15’ 15’5’5’ 5 ' 5 '3

5’15’ 5’15’ 5”5

V209
15
14+/209
~ 7209
olur. Dolayisiyla, Z ve W birim dual vektorleri arasindaki dual a1
R 4 144209
¢ = arccos T + €509

olarak bulunur.

2.2. E7 uzayinda Dénme Déniisiimiine Karsihk Gelen Matris
E7 deki donme hareketini temsil etmek icin en kullanish yontemlerden birisi
oktoniyonlardir. Her birim oktoniyon E’ Oklid uzayindaki bir dsnme hareketini temsil
eder. Dolayisiyla, herhangi bir birim oktoniyon kullanilarak kolayca bir donme
ortonormal matrisi olusturulabilir. Buradan herhangi bir birim X = xye9 +
]7-=1xj ej € O oktoniyonu i¢in
Qy: 0O—>0
Y — Qx(Y) =X YX™H)
seklinde tanimlanan lineer doniisiime karsilik gelen matris
Qr =[X1 X2 X3 X4 X5 X¢ Xy]

olarak elde edilir, burada i € {1,2, ...,7} i¢in X; ler kolon vektoriidiir ve

(X8 + x7 — x5 — x5 — xi — x& — x% — x7 [ 2X1X; — 2XgX3
2x9X3 + 2%, x§ —x¥+ x5 — x5 —xi—xE—x%—xF

2X1%3 — 2X0X5 2X0X1 + 2x,%3

X, = 2x0Xs5 + 2x1%4 , X, = 2x0Xg + 2x5%4

2X1X5 — 2XoX4 2x0%7 + 2x5X5

2X1x¢ — 2Xp X7 2X3X6 — 2XoX4

2X0Xg + 2X1%7 i I 2XyX7 — 2XoXsg
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2X0Xy + 2X1X3
2x2X3 - 2x0x1
x2 —x% —x% +x2 —x2 —x2 —x% — x?

2X1X4 — 2XpX5
2X2x4 - 2x0X6
2X3x4 - 2x0X7

X3= 2x0x7+2x3x4 !X4—= x(%_xlz_xZZ_x's%-l_xf_sz_xé_x%
2xX3X5 — 2X0Xg 2x0X1 + 2X4X5
2Xx0Xs + 2X3%g 2x9%xy + 2X4Xg
2X3X7 — 2XgX4 2X0X3 + 2X4%7
2X9X4 + 2X1X5 2X9x7 + 2X1%¢
2X, X5 — 2XgX7 2X0X4 + 2X5X¢
2x0Xg + 2X3X5 2X3Xg — 2XoXs
Xs = 2X, X5 — 2XgXq JXe = 2X4X6 — 2XpXo

x& —x?—x5—x%—xi+xi—xZ—x?
2X5Xg — 2XpX3
2x0%x5 + 2x5%7

x2 —x? —x% —x2 —x2 —x2 +x% — x?

2X9X3 + 2X5Xg

2x6x'7 - 2x0x1

2x1x7 — 2XpXg
2x0Xs + 2x5%7
2X0X4 + 2X3%7
2X4X7 — 2XoX3
2X5X7 — 2XpX5
2x9%1 + 2x6X
[x2 — x? — x% — x% — x} — x% — x2 + x2]

X7

seklinde tanimlanir. Buradan detQy = 1 oldugu goriilir. E7 Oklid uzayindaki

{21, 2, 23, 24, 25, Z¢, 27 } standart koordinat eksenleri etrafindaki 6 agis1 boyunca donme

matrisleri
1 0 0 0 0 0 0 1
0 cosf8 —sinf 0 0 0 0
0 sinf cosé 0 0 0 0
Qy, =[0 0 0 cosf —sinf 0 0
0 0 0 sinf8 cosf 0 0
0 0 0 0 0 cosf sind
L0 0 0 0 0 —sinf cos6-
rcosf 0 sinf 0 0 0 0 7
0 1 0 0 0 0 0
—sinf 0 cosf 0 0 0 0
Qx,, =| 0 0 0 cosH 0 —sing 0
0 0 0 0 cos 8 0 sin @
0 0 0 sin 8 0 cos 6 0
L0 0 0 0 —sin6 0 cos G-
rcos@ —singd 0 0 0 0 0 7
sinf@ cosf8 O 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
Qx23 =| 0 0 0 cos@ 0 0 —sin@
0 0 0 0 cosf sind 0
0 0 0 0 —sinf cosé@ 0
L0 0 0 sin@ 0 0 cosf -
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r cos O 0 0 0 sin®@ 0 0
0 cos O 0 0 0 sin @ 0
0 0 cos8 O 0 0 sin @
qu = 0 0 0 1 0 0 0
—sin@ 0 0 0 cos6 0 0
0 —sin@ 0 0 0 cos@ 0
0 0 —sing O 0 0 cos G-
rcos 8 0 0 —sing 0 0 0
0 cos 6 0 0 0 0 sin @
0 0 cos @ 0 0 —sinf 0
Qy,, =|sind 0 0 cos6@ 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 sin @ 0 0 cosé@ 0
0 —sin@ 0 0 0 0 cos G-
rcos 8 0 0 0 0 0 —sin@7
0 cos 8 0 —sin@ 0 0 0
0 0 cosd 0 sinf 0 0
sz6 =] 0 sin 6 0 cos @ 0 0 0
0 0 —sin@ 0 cosg O 0
0 0 0 0 0 1 0
Lsin 6 0 0 0 0 0 cosé@
[ cos 6 0 0 0 0 sin 6
0 cos 8 0 0 —sin@ 0
0 0 cosf —sinéd 0 0
sz7 = 0 0 sinf cosf 0 0
0 sin @ 0 0 cos 6 0
—sin@ 0 0 0 0 cos 6
0 0 0 0 0 0

ile verilir. Standart koordinat eksenleri etrafindaki bu donmeleri sirasiyla

6 6 6 .0
Xy, = (cos—, smz, 0,0,0,0,0,0) = cosE + e, sin—

2 2

6 .6 0 )

X, = (cosz, 0, smz, 0,0,0,0,0) = cosi + e, smi
0 0

Xyy = (cos > 0,0,smi, 0,0,0,0) = cosi + e3 smE
0 0

Xy, = (cos > 0,0,0,smi, 0,0,0) =cos— + e, smi
0 0

Xz = (cos > 0,0,0,0,smz, 0,0) = cosi + es smi
6 6 0 0

Xz = (cosz, O,O,O,O,O,smE, O) = cosi + eg smi
6 .0 0 0

Xy, = (cosi, 0,0,0,0,0,0, smi) = cosE + ey smi
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birim oktoniyonlar1 ile temsil edilir. E7 Oklid uzayindaki her bir dénme, standart
tabana gore ortogonal bir ddonme matrisi ile temsil edilir. Bu matrisler yedi boyutlu

0zel ortogonal grup olan SO(7) yi olusturur.

Ornek 2.2.1. Z = %(1 + e, + e¢ + e;) birim oktoniyonu i¢in Q4 lineer doniisiimiine

karsilik gelen donme matrisi

-1 0 1 0 0 1 -1
o 0 0 -1 -1 1 1

-1 0 -1 -1 1 0 o0
Qz=2l0 1 1 -1 0 -1 0
0 1 -1 0 -1 0 -1

-11 0 1 0 0 1

L1 1.0 0 1 1 oA

(ex+eg+e;) V3

< _1 K]
7 oldugundan cos@ = S Ve sinf = .

olarak elde edilir. Z = %+

esitliklerinden 6 = g oldugu gortiliir. O halde elde edilen doniisiim, 8 = 2?11: acis1 kadar

u % (0,1,0,0,0,1,1) € R ekseni boyunca dénmeyi ifade eder.
2.3. Dual Oktoniyonlar ve Kati Cisim Kinematigi

D7-modiili, DO,, pure dual oktoniyonlar kiimesine izomorftur. Herhangi bir

Z = 217'=1(xj + syj)ej pure dual oktoniyonu i¢in
Y: DO, — D’
Z—oY(2)=(q +eye + -+ (x; + ey)e; =X + €y
seklinde tanimlanan fonksiyonun bir izomorfizm oldugu kolayca goriilebilir. Bu

izomorfizm, her pure dual oktoniyonun bir dual vektor ile temsil edilmesine olanak

saglar. Gergekten, herhangi bir Z = 217'=1(xj + syj)ej pure dual oktoniyonu

N

7 7

Z = (xj + eyj)ej = Z xjej + eZyj ej = (X1, X9, ey X7) + V1, Yoy oo V7)

1 j=1 j=1

j
=%+eyeD’
bi¢iminde bir dual vektor olarak yazilabilir. Dolayisiyla 2 pure dual oktoniyonu R”
de, O baslangi¢ noktasindan gecen ve y vektoriine dik olan diizlemde bulunan,

dogrultman vektorii X olan yonlii dogrusuna kargilik gelir.
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2.3.1. Birim Dual Oktoniyon Elde Etme
Herhangi bir birim oktoniyon ve pure oktoniyon verildiginde bu oktoniyonlar

vasitsayila her zaman birim dual oktoniyon elde etmek miimkiindiir.

Teorem 2.3.1.1. Z = cosf@ + N sinf birim oktoniyon ve U herhangi bir pure
oktoniyon olsun.

N uz
Z=Z+£T

olarak tanimlanan dual oktoniyon birim dual oktoniyondur.
Ispat. Z birim oktoniyon ve U herhangi bir pure oktoniyon oldugundan U* = —U ve
Z~1 = Z* olur. Ayrica oktoniyonlar i¢in verilen (YX DX = X~ 1(XY) = Y esitligi

kullanilirsa,

- e D) e T = foze e BT 0D

—-Z(Z7'U) + (Uz)z* ~U+U
=\/||Z||2+e ( )2( ) =j1+eT=1

bulunur. Buradan Z birim dual oktoniyondur.

Tamim 2.3.1.2. Herhangi bir P € R7 noktas1 i¢in P = 1 + &P seklinde tanimlanan
dual oktoniyona P € R’ noktasina karsilik dual oktoniyon denir. R7 deki noktalara

karsilik gelen dual oktoniyonlarmn kiimesi DO(R?) ile gosterilir.

2.3.2. R7 Oklid Uzayinda Dénme ve Farkh bir Eksen Boyunca Oteleme
Teorem 2.3.2.1. Z = cos 8 + NN sin 0 birim oktoniyonunun ve U pure oktoniyonunun

olusturdugu birim dual oktoniyon

X Uz
Z:Z+€T

olsun. Herhangi bir P € R” noktasmna karsilik gelen dual oktoniyon P =1 + &P

olmak tizere,
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Q7 : DO(R7) — DO(R?)
P — Qi (P) = 2[(1 + eP) 2]

doniisiimii ile elde edilen dual oktoniyona karsilik gelen nokta Q € R” ise Q noktasi,
P noktasinin V' vektorii etrafinda 6nce 26 agis1 kadar dondiiriiliip sonra U vektori
kadar 6telenmesiyle olusan noktadir.

Ispat. Herhangi bir Z birim oktoniyonu ve U pure oktoniyonu icin U* = —U ve 271 =
Z* oldugunu biliyoruz. Ayrica, oktoniyonlar igin verilen (YX DX =T ve
X1 (XY) =Y esitlikleri de kullanilirsa, Q7 () doniisiimii ile Q € R” noktasina

karsilik gelen dual oktoniyon,

Q%t(jj) _ 2[(1 n 8?)2"5*] — (Z + guz_z) [(1 + &P) (Z + E¥>s*l

* *

-

+sPZ)
(u

= (Z+suz—z) [(1 + eP) (Z* —sZ

Z(z*u-
=ZZ*—£¥+ eZ(PZ*) +¢

Z(Zzu uz)z1
8¥+€Z(.'PZ_1) +s%

)Z*

= [1Z11* +

=1+ SE+ eZ(PZ7H + SE
2 2

=1+eZ@PZH+UW=1+Qz(P)+U)

=1+¢Q
olarak bulunur. P pure oktoniyon oldugundan Qg (P) = Z(PZ~1) ifadesi P
oktoniyonunu NV vektorl etrafinda 26 acis1 kadar dondiirtir. Dolayisiyla, Qg (33) =
1+ £(Qz(P) + U) dual oktoniyonuna karsilik gelen Q € R’ noktasi, P noktasinin
N vektorii etrafinda Once 26 agist kadar dondiiriiliip sonra U vektorii kadar

Otelenmesiyle olusan noktadir.

Ornek 2.3.2.2. P = (1,0,0,5,3,0,0) noktasmm, N = (0,1,0,0,0,1,1) vektdriine dik
olan dizlemde 6 = 2?” acis1 kadar dondirilip U = (2,—1,0,2,0,1,3) vektori kadar

Otelenmesi sonucunda olusan noktanin koordinatlari, dual oktoniyonlar yardimiyla

bulunabilir.
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32+36+e7)\/§

z M 1+(
= COS— SIN— = —
V3

3 3 2
1+e,+eg+ey
N 2
oldugundan, dénmeye ve oteleme karsilik gelen birim dual oktoniyon

. uz

Z=2Z+ec——
2

_1+e2+es+e7+ (2e; —e; +2e,+eg+3e,)(1+ e, + e+ e7)

- 2 ¢ 4

_1t+e;+es+ey

B 2

seklinde bulunur. Dolayisiyla istenen nokta, Q%t(f’) =Z(1+eP)Z¢  dual

€
+Z(—3+4el+e2+4e3+4e4+4e5+e6+e7)

oktoniyonuna karsilik gelen noktadir. P = e; + 5e, + 3es oldugundan P € R’
noktasina karsilik gelen dual oktoniyon # = 1 + £(e; + 5e4 + 3es) olur. Buradan,
0 (P) = 2[(1 + eP)2#]

N 1—e,—e—e€e;, ¢
=Z[(1+£.’P)< > +Z(3+4el+e2+4e3

+4e, + des +e4 + e7))]

~(l—e,—e;s—e
2(
2

&
7+Z(3+4e1+ez+4e3+4e4+465+66+e7)

&
+E:P(1_ez —66 _87)>

_<1+e2+es+e7

&
5 +Z(—3+4el+ez+4e3+4e4+485

teg +e;)) (1 — _266 — & +Z(3 + 6e,—15e, — 2e; + 14e, + 10e.
+9¢¢ + 9e7))

=1+ % [(1+ e, +ec+e;)(3+ 6e;,—15e, — 2e5 + 14e, + 10es + e
+9e¢,) + (—3+4e, +e, +4des+4de, +4des+eg+e)(1—e, —eg
—e;)]

=1+ % [(4e,—36e, — 12e3 — 12e, — 12e5 + 20es + 28e,) + (8e; — 4e,

+8e, + 4eg + 12e7)]

3 3 1 3
=1 +S<Ee1—5e2 T5€3 T 5T 5es + 3eq + 56’7)
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elde edilir. Dolayisiyla Qg,t (173) dual oktoniyonuna karsilik gelen nokta

_(3 e 3.1 335)
Q_ 2! ) 2! 2' 2'1

olarak bulunur.

2.3.3. Dual Oktoniyonlarla Vida Operatorii

Pure dual oktoniyonlar, D7-modiilde dual vektdr olarak alinabildigi igin ve
dual vektorler R” deki yonlii dogrulara karsilik geldigi icin pure dual oktoniyonlar da
R” deki yonlii dogrulara karsilik gelir. O halde, X € DO, ve T e DO, birim pure
dual oktoniyonlarina R” de karsilik gelen yonlii dogrular sirasiyla dy ve dg olsun. Bu
iki yonlii dogru arasindaki ag1 8 ve bu iki yonlii dogru arasindaki uzaklik § olmak
iizere, X ve Y birim pure dual oktoniyonlari arasindaki dual ag1 ¢ = 6 + &5 € I olur.

X ve Y birim pure dual oktoniyonlarmin ¢arpimi

o Vg xVyg
XY = —(Vg, Vg) + Vg X Vg = —cos @ +M”Vf x Vg||
X =Yy
Vg X Vg _
= —cos@+usin¢) =—cosP +Nsinp
Ve > Vg

seklinde verilebilir. Burada V" birim pure dual oktoniyon oldugundan R” deki yonlii
dogruya karsilik gelir. Diger taraftan,

o Ve X Vg
'yx=—(Vfg,Vf)+V«gXVf=—COS@—M”VJ?XV@”
X0y
Ve X Vg .
cos * 7y sing = —cos@ — N sin P
IV x Vg

~ ~

elde edilir. X ve U birim pure dual oktoniyonlar1 i¢in X' = —X ve Y~' = -7

oldugu g6z Oniine alinirsa

olur. Buradan da
(X)X =7 =2X ve Y(Y'X) =X =792 9
elde edilir.
Dolayisiyla bu (9) esitlikleri su sekilde yorumlanabilir. Bir X birim pure dual
oktoniyonu ile 2 = cos @ + N sin @ birim dual oktoniyonunu carparak elde edilen

Y = ZX birim pure dual oktoniyonuna karsilik gelen dg yonlii dogrusudur. dy yonlii
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dogrusu, X birim pure dual oktoniyonuna karsilik gelen dg yonlii dogrusunun, '
birim pure dual oktoniyonuna karsilik gelen d 5 yonlii dogrusu etrafinda pozitif yonde
6 agis1 kadar dondiirtiliip, § kadar 6telenmesiyle elde edilen yonlii dogrudur. Benzer
sekilde, bir Y birim pure dual oktoniyonu ile Z = cos® + N sin@ birim dual
oktoniyonunu carparak elde edilen X = UYZ birim pure dual oktoniyonuna karsilik
gelen dy yonlii dogrusudur. dg yonlii dogrusu, Y birim pure dual oktoniyonuna
kargilik gelen dy yonli dogrusunun, N birim pure dual oktoniyonuna karsilik gelen
dy yonlii dogrusu etrafinda negatif yonde 8 acis1 kadar dondiiriiliip, d 5 yonlii dogrusu

yoniinde § kadar 6telenmesiyle elde edilen yonlii dogrudur.

Tamm 2.3.3.1. $ = 0 + 6 dual ag1 ve Z = cos p + N sin @ birim dual oktoniyon
olsun.
[;: DO, — DO,
X —C3(X)=2X
seklinde tanimlanan Cz doniisiimi, X birim pure dual oktoniyonuna karsilik gelen R”
deki d ¢ yonlii dogrusunu V' birim pure dual oktoniyonuna karsilik gelen R” deki d g
yonlii dogrusu etrafinda pozitif yonde 8 agis1 kadar dondiirtip § kadar 6teleyen bir

vida operatoriidiir.

Tamm 2.3.3.2. ¢ = 0 + &6 dual ag1 ve Z = cos @ + N sin@ birim dual oktoniyon
olsun.

R;: DO, — DO,

J—R:(9) =792
seklinde tanimlanan R s doniisiimii, U birim pure dual oktoniyonuna karsilik gelen R”
deki dy yonli dogrusunu WV birim pure dual oktoniyonuna karsilik gelen R” deki d 5
yonlii dogrusu etrafinda negatif yonde 6 acgis1 kadar dondiirtip, § kadar Gteleyen bir

vida operatoriidiir.
Sonug 2.3.1.3. (9) esitliklerinde,

i. =0+ &6 dual agis1 igin, eger 6 =0 ve § # 0 ise 2 = 1 + &SN birim dual

oktoniyonu sadece Gteleme ifade eder.
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ii. § = 0 + &6 dual ag1s1 icin, eger @ # 0 ve § = 0 ise £ = cos @ + N sin @ birim

dual oktoniyonu sadece donme ifade eder.

Sekil 8. L3 (55 ) = ZX doniisiimiine Sekil 9. R > (‘g) = U Z doniistimiine
karsilik gelen kat1 cisim (vida) karsilik gelen kat1 cisim (vida)
hareketinin geometrisi hareketinin geometrisi

Ornek 2.3.3.4. R7 de verilen
di: xy=—1,x,=2,x5=-32x,+1=2x3+3=2x,—1=2x,—3=4 A€R

yonlii dogrusunu,

1
dz: X1=—X2=0,x727,2X3+2=1—2x4=2—2x5=2x6—5=/1, AER

2 )
yonlii dogrusuna doniistiiren vida operatdriinii bulmak i¢in oncelikle d; ve d, yonlii

dogrularina karsilik gelen birim pure dual oktoniyonlar bulunmalidir. d; dogrusunun

birim dogrultman vektdrii u; = (0 % % 0,0,—,5) ve iizerindeki herhangi bir nokta
P = (—1,%,%, - ,AT AT oldugundan d; dogrusunun O baslangi¢ noktasina
gore vektorel momenti

u, = 0P xu; = (1,0,2,2,0,—3,1)
olur. Buradan d; yonlii dogrusuna karsilik gelen birim pure dual oktoniyon

-~

1
X =71 + ety = 5 (0,1,1,0,0,1,1) +£(1,0,22,0,-3,1)

olarak bulunur.

Benzer sekilde d, dogrusunun birim dogrultman vektéri v, =

(0,0, %, _71, _71, %, 0) ve uzerindeki herhangi bir nokta Q=
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1 A=2 1-1 2-2 A+5 -1 g 9 ,
(5, O,T,T,T,%,?) oldugundan d, dogrusunun O baslangi¢c noktasina gore

vektorel momenti
Ty = 00 xv; = (0,1,—2,0,—2,0,0)

olur. Buradan d, yonlii dogrusuna karsilik gelen birim pure dual oktoniyon
. 1
Y=v+¢vy, = > (0,0,1,-1,-1,1,0) + (0,1, -2,0,—2,0,0)

olur. X ve Y birim pure dual oktoniyonlar1 arasindaki ac1 ¢ = 0 + &8 olmak iizere, X
ve U birim pure dual oktoniyonlarinin ¢arpimi

2=~ +2x7
oldugundan (X, Y) , X x U ve ||J? X 17|| ifadelerini hesaplanirsa,

~

X xY = (uy + etty) x (v + €v,) = Uy X vy + e(uy X Uy + Up X V7)

—1(110000 1+ [<_31 213 1)+(_1_ 2121_)]
_2 Pt B B A A § S 2” ’2’2)’ 2)2”"'2

1
= > [(1,1,0,0,0,0,—1) + £(—4,1,2,1,7,4,—7)| = m + €11
S ] —> — — — — — (m!ﬁ) \/§ 2
X X = ||m + en|| = VI|Im||? + 2e(m,n) = |m|| + e—=—=—=—+—==5sin@
(X, ) = (U + €Uy, U7 + €0p) = (U, v7) + e((wy, 7,) + (1, 77))
_1+ (—1+—3>_1 9 = N
=5 € 5 > ) =3 € =1CcosP
bulunur. Boylece,
. 1 1
Z =cos@+Nsing = 5~ 2 + 2 [(1,1,0,0,0,0,—1) + &(—4,1,2,1,7,4,—7)]

1
=§[1+el+ez—e7+e(—4—4el+e2+263+e4+7es+4e6—7e7)]

elde edilir. Burada ||2 || =1 oldugu kolayca goriilebilir. Dolayisiyla Z birim dual

oktoniyonu i¢in, Lz (f ) = ZX vida operatérii d, yonlii dogrusunu N birim pure dual

oktoniyonuna karsilik gelen yonlii dogru etrafinda 6 = arccos% —g acis1 kadar

dondiiriir ve dogruyla ayn1 yonde § = % kadar oteler.

Ornek 2.3.3.5. R7 de verilen asagidaki
d: X =%, =% =0, =—x3—2=3—-x5=x,—1=4, 1€R

-7 13 5 4
A+ X1 =5, %3 =1L Xs=—F,X;, =5, X, —5=X4 +

4
, =2 Z—x. =1 A1€R
i 3 3 3 3 %6

3
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13
dy, : %= —V2—4,x, = —x; = 1,x3 = — 2—1,x4=\/7—2,x6=—2\/7—1,x5+?=/1, 1ER

_ 11V2 2v2 x, 1 5V2\ xg V2
dm.x1=x2=x7=0,x3+T=T—?=§ XS—T :?—?:A’ AER

dm:x1=—2\/§,x3=x5=—x6=\/§,x4=—2,\/§—2\/§—x2=x7+2\/§—\/§=/1, AER

yonlii dogrulari i¢in, d ¢ yonlii dogrusuna art arda

1. dg; dogrusu etrafinda 6; = g acis1 kadar dondiiriip 6; = %5 birim oteleme

2. dg, dogrusu etrafinda 6, = %aQISl kadar dondiirme (6, = 0)

3. dg, dogrusu boyunca &3 = 3 birim dteleme (63 = 0)

4. dg;, dogrusu etrafinda 6, = % acis1 kadar dondiirilip 6, = 8 birim 6teleme
islemlerini uygulayan vida operatoriinii bulmak i¢in dnce d ¢ dogrusuna karsilik gelen

birim pure dual oktoniyonu bulunmalidir. d¢ dogrusunun dogrultman vektorii ve

vektorel momenti sirastyla
. 1 -1 -1 1
i=(3050503)
y = (0,1,0,2,0,—3,0)

oldugundan d y dogrusuna karsilik gelen birim pure dual oktoniyon

~ 1
x=§(81—e3—65+e7)+€(82+264—3e6)

olur.
1. dg dogrusunu, dg; dogrusu etrafinda 6, = g acist kadar dondiirtip §; = %g birim
oteleyen vida operatoriinii bulmak i¢in d; dogrusuna karsilik gelen birim pure dual

oktoniyon bulunmahdir. dg: dogrusunun dogrultman vektorii ve vektdrel momenti

sirasiyla
3 V3 V3
n_)lz O)—IOI_F )_FO
3 3 3
. (7\/5 —4+/3 53 443

m1:

—8vV3 —V3
) ) ) ) ﬁl—l—
379 73709 9 '3

oldugundan, dy: dogrusuna karsilik gelen birim pure dual oktoniyon
— V3 4 4 8
N = ?[(—ez +es+eg) + 8(761 —3€ + 5e;3 +§e4 — 3es 3%~ e7>]

olur. Boylece 8; = gve 5, = %_ icin
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Z, = cos(8; + €6;) + N sin(6; + £6,)
1
=§[(1 —e,+e,+eg) +e(—5+7e; —3e, + 5e3+3e, —3es —eg — e;)]
elde edilir. Dolayisiyla Z; birim dual oktoniyonu igin, Cz; (55 ) = Z, X vida operatorii

dy dogrusunu, dy. dogrusu etrafinda 6, =§ acist kadar dondiiriip 6; = ST\E birim
Oteleyen vida operatoriidiir.
2. L5 (3’5 ) = Z,X vida operatorii ile bulunan birim pure dual oktoniyona karsilik
gelen dogruya d; denirse, dy dogrusunu dg; dogrusu etrafinda 6, =g acist kadar
dondiren vida operatorii bulunmalidir. dy; dogrusunun dogrultman vektorii  ve
vektorel momenti sirastyla

n, = (0,0,0,0,1,0,0)

m, = (—V2-41,-V2-1,V2-2,0,-2v2 - 1,-1)
oldugundan, dx; dogrusuna karsilik gelen birim pure dual oktoniyon
N, = es —8((\/§+4)el —e; + (1+\/§)e3 + (2—\/§)e4+ (2\/§+ 1)66 +e7)
olur. Boylece 6, = %Ve 6, = 0 i¢in
Z, = cos 6, + IV, sin 6,

V2
T2

(1 +es) _€<(2‘/§+ 1)61 +§ez +@93 + (\/f— 1)64 + <\/§2+ 4) e +\/7267>

elde edilir. Dolayisiyla Z,, birim dual oktoniyonu i¢in, C z (J’C\ ) = Z,X vida operatorii
d; dogrusunu, dy; dogrusu etrafinda 6, = % acis1 kadar dondiiren vida operatoriidiir.
3. Lz (55 ) = Z,X vida operatérii ile bulunan birim pure dual oktoniyona karsilik
gelen dogruya d; denirse, d; dogrusunu dg; dogrusu boyunca 63 = 3 birim oteleyen
vida operatdrii bulunmahdir. dg; dogrusunun dogrultman vektorii ve vektorel

momenti sirasiyla

(NI VEVENE
Tl3: 0)0)_)_I_F_IO

6 3 3 2
. (2 2 -1 -4 2)
m3 3!3! 3 Y, 3 ) I3

oldugundan, d5; dogrusuna karsilik gelen birim pure dual oktoniyon
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2 2¢ e 3e
N3 = —(e3 — 2e4 + 2e5 + 3eq) +—(6’1 +e, ———2es +—6+e7>
6 3 2 2
olur. Boylece 65 = 0 ve §;3 = 3 i¢in

Z5 = cos(ed3) + N3 sin(e63)

=1+ 8?(63 — 2e4 + 2e5 + 3eg)
elde edilir. Dolayisiyla Z5 birim dual oktoniyonu igin, C z (J? ) = Z,X vida operatérii
d; dogrusunu, dg; dogrusu boyunca §; = 3 birim oteleyen vida operatoridiir.
4. Lz ()’f ) = Z,X vida operatorii ile bulunan birim pure dual oktoniyona karsilik
gelen dogruya dj3 denirse, d3 dogrusunu, dy; dogrusu etrafinda 6, =% acist kadar

dondurtip 8, =8 birim Oteleyen vida operatorii bulunmalidir. dg, dogrusunun

dogrultman vektorii ve vektdrel momenti sirasiyla

2 V2
n—4) = (0) T; 01010101 7)

e = (2,1,V6 —v2,0,4 — V6,2 —V6,1)

oldugundan, dy; dogrusuna karsilik gelen birim pure dual oktoniyon

Q(@ —e)) +e(2e;+ e+ (V6 —V2)e; + (4 —V6)es — (V6 + V2)eg + ;)

N =
*T 2

olur. Boylece 6, = gve 6, = 8 1icin

Z, = cos(0, + £6,) + N3 sin(0, + 65,)

V3 V2 V2
P A
1-4v6 V6 —+2 4 —+/6 V2 ++6
+el—4+e + e, + e; + es — €
2 2 2 2
4V6 +1
T

elde edilir. Dolayisiyla Z,, birim dual oktoniyonu i¢in, C Z (55 ) = Z,X vida operatorii
d3 dogrusunu, dy. dogrusu etrafinda 6, =% acist kadar dondiiriip &, = 8 birim

Oteleyen vida operatoriidiir.

57



Boylece, d ¢ yonlii dogrusuna art arda yapilan bu islemler sonucunda elde edilen yonlii
dogruya dy denirse ve dy dogrusuna kargilik gelen birim pure dual oktoniyon da U

ile gosterilirse,
=% (% (m@ED))

=Lz (EZE (¢ (Ez(@»)

sonucunu elde edilir.

Sekil 10. L5, operatdriiniin geometrisi Sekil 11. L operatoriiniin geometrisi

Sekil 12. L5 operatdriiniin geometrisi Sekil 13. Lz, operatoriiniin geometrisi

Teorem 2.3.3.6. IP° = {v’\? =ti+ev:04vVeE 56} C S°® kiimesinin elemanlarina
karsilik gelen herhangi iki birim pure dual oktoniyon £ = X + U ve W = U + £V
olmak iizere, Lsp= (Vz, Vi) — Vs X Vi birim dual oktoniyonu R’ de asagidaki

gibi verilen P®-operatorii temsil eder.
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i. R Lo (2’ ), dik kesisen yonlii dg ve dg dogrularmni , dik kesigen yonli dq ve dy
dogrularina donistiiriir.
ii. C Lo (2’ ), dik kesisen yonlii dg ve dp dogrularin , dik kesigen yonli dg ve dyg
dogrularina doniistiirtir.

Ispat. Herhangi bir Z = 217-=1(xj + eyj)ej pure dual oktoniyonu

7 7

7
Z = Z(x] +8y])e] = ijej +Ezy]€]
j=1

j=1 j=1
= (x1, %3, e, X7) + €Y1, Y20 ) ¥7)
=X+¢ey €D’
biciminde bir dual vektor olarak yazilabilir. Ayrica, Teorem 2.1.11. e gore, PP® nin her
eleman dik kesisen iki dogruya karsilik geldiginden, birim pure dual oktoniyon £ =
X + &7, dik kesisen dg ve dg yonli dogrularini temsil ederken birim pure dual
oktoniyon W = U + £V, dik kesisen dg ve dyy yonlii dogrularimi temsil eder. Z birim
pure dual oktoniyon oldugundan (yani D7 deki birim dual vektor), Sz = 0ve Vg = 2
olur. Bu nedenle Z ve 15 dual oktoniyonlarinin garpimi
Z Law=Vz({Vz,Vp) —Vz X Vi)
==V, =V XVip) + (V5 Vip)V3 = V3 X (V3 X Vip)
=04+ Vs, V)V =V, Vi)V + (V3 V)V
=W

olarak yazilabilir. Benzer sekilde Lz, W = Z elde edilebilir ki bu da ispati tamamlar.

dize

Sekil 14. P®-operatoriiniin R7 de geometrik gdsterimi
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Ornek 2.3.3.7.dz L dg vedg L dyp olacak sekilde verilen

dyixs = —1,x, = —4,x5 =§,x7 =23x—1=1-3x,=6xs =41€ER

—7 3%, + 1
d@:x6:?,3x1—7=3x2+2:—3x3—1=3x4—3=3x5+7= >
dgixs =x5=—-1,x¢=-22x1—1=-2x,—5=2x,+1=2x,+5=A41€R

dp:9—5x; =5x,+2=10x3+16 =5x, —6 =2 —5x5 =5x4—5=5x,—6 =41 €R

=ALA€ER

yonlii dogrulart i¢in, dik kesisen yonlii d ¢ ve dg dogrularim dik kesisen yonli dy ve
dyp dogrularina doniistiiren ]P’6-0perat6rﬁnﬁ bulmak icin 6ncelikle X, Y, U ve V birim
pure dual oktoniyonlar1 bulunur. O halde d ¢, dg, dg ve dyp yonli dogrularina karsilik

gelen X, ‘g, U ve VD birim pure dual oktoniyonlari

1
X=3 (2,-2,0,0,0,1,0) + €(0,-2,-1,1,1,-4,1)
1

Y=3 (1,1,-1,1,1,0,2) + £(3,0,1,-2,0,2,0)
1

U =-(1,-1,0,1,0,0,1) + £(1,0,2,1,3,0, —2)

2
L1
V= < (-2,2,1,2,-2,2,2) + £(0,1,0,2,1,0, —2)
olarak bulunur. Dolayisiyla

A — ~ 1
Z=X+4+eY==(2+¢—2—5¢—4¢,4¢,45,1 — 12¢,5¢)
3

~ ~ ~ 1
W=U+¢eV = 1—0(5 + 6¢,4e — 5,22¢,5 + 14¢,26¢,4¢,5 — 16¢)

olur. Buradan [P6—0perat6rﬁ
Law= Vg, Vi) = Vz X Vyp
1
=329 [((2+ & —2—5¢ —4¢,4¢,46,1 — 12¢,5¢), (5 + 6¢,4¢ — 5,22¢,5
+ 14¢,26¢,4¢,5 — 16¢))p
—(2+¢&—-2—5¢ —4¢,4¢,4¢,1 — 12¢,5¢) X (5 + 6¢,4e — 5,22¢,5
+ 14¢,26¢,4¢,5 — 16¢)]
(83 4 -1 -61 41 17 19)

_<211 1 =2 —1)
B 30’15’15’ 30" '30° 6’5

366636

olarak bulunur.
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3. BULGULAR

Kati cisimlerin dual oktoniyonlarla incelenmesi, cok boyutlu doniisiimler ve
hareketlerin matematiksel olarak modellenmesinde ©Onemli bir adimdir. Dual
oktoniyonlar, yiiksek boyutlu doniisiimleri ve karmasik hareketleri modellemek icin
kullanilan matematiksel yapilardir. Bu yapilar, robot manipiilatérlerin karmasik
hareketlerinin daha verimli ve dogru bir sekilde hesaplanmasii saglar. Ozellikle ¢ok
eklemli robot kollarinda, dual oktoniyonlar hareket planlamasi ve kontrol i¢in ideal bir

matematiksel aractir.

Sekil 15. Robotik kolun donme ve 6teleme eksenleri

Robot manipiilatorleri, endiistriyel robotlarin 6nemli bilesenlerindendir. Bir
manipiilator, genellikle robotun kolunu ifade eder ve farkli eksenlerde hareket ederek
bir nesneyi belirli bir konuma yerlestirebilir veya belirli bir hareketi gerceklestirebilir.
Manipiilatorler, hareket kabiliyetlerine ve uygulama alanlarina gore cesitli tiirlerde
bulunabilir. Ornegin, kartezyen robotlar koordinat eksenlerinde dogrusal hareket
saglar ve genellikle 3D yazicilarda ve CNC makinelerinde kullanilir. SCARA robotlar,
yatay diizlemde hizl1 ve hassas hareket saglayarak montaj ve paketleme islemlerinde
yaygin olarak kullanilir. Artikiiler robotlar, insan koluna benzer sekilde birden fazla
eklem icerir ve yiiksek esneklik gerektiren kaynak, boya ve montaj islemlerinde
kullanilir. Delta robotlar ise {i¢ kollu paralel bir robot tiiriidiir ve hizl1 ve hassas pick-

and-place (al-ve-birak) islemlerinde kullanilir.
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Sekil 16. SCARA robotun donme ve 6teleme eksenleri

Bu manipiilatorler, otomotiv, elektronik, gida ve ilag gibi ¢esitli endiistrilerde
yaygin olarak kullanilir. Her bir tiir, belirli bir uygulama i¢in optimize edilmistir ve bu

nedenle robotik sistemlerde kritik bir rol oynar.

Dual oktoniyonlar, oktoniyonlarin 8 boyutlu yapist ile dual sayilarin 2 boyutlu
yapisini birlestirir. Bu yapi, hem donme hem de 6teleme hareketlerini ayn1 anda
modellemek icin kullanilabilir. R” de kat1 cisimlerin klasik kinematik analizlerinde,
donme hareketleri genellikle oktoniyonlar ile temsil edilirken, 6teleme hareketleri ayri
denklemlerle ifade edilir. Dual oktoniyonlar, bu iki hareketi ayn1 anda ve tek bir
denklemle modelleme imkan1 tanir. Bu yapi, 6zellikle karmasik sistemlerde, robotik
manipiilatorlerde, hem hesaplamalarin dogrulugunu artirmakta hem de islem siiresini
kisaltmaktadir. Dual oktoniyonlarin en belirgin avantaji, donme ve Oteleme
hareketlerini tek bir matematiksel yapida birlestirebilmesidir. Geleneksel yontemlerde,
bu iki hareket ayr1 ayr1 modellenir ve ardindan birlestirilir, bu da hesaplama siiresini
artirabilir ve hata paymi yikseltebilir. Dual oktoniyonlarla yapilan modellemenin,
donme ve Oteleme hareketlerini tek bir yapida birlestirerek bu dezavantajlari ortadan
kaldirdig: gosterilmistir. Bu, 6zellikle yiiksek dogruluk gerektiren uygulamalarda, dual

oktoniyonlarin biiyiik bir avantaj sagladigini ortaya koymaktadir.
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4. TARTISMA VE SONUCLAR

Bu calismada kati cisimlerin dual oktoniyonlarla incelenmesi ele alinmis ve bu
yeni yaklagimin sagladig1 avantajlar derinlemesine incelenmistir. Dual oktoniyonlar,
oktoniyonlarin ¢ok boyutlu yapisini dual sayilarin 6zellikleriyle birlestirerek, karmagik
hareketlerin ve doniisiimlerin daha etkili bir sekilde incelenmesini saglar. Geleneksel
yontemlerde, 6zellikle yiiksek serbestlik derecesine sahip robotik sistemlerde, donme
ve Oteleme hareketlerinin ayr1 ayri ele alinmasi gerekmekte, bu da hem zaman alici
olmakta hem de hesaplama yiikiinii artirmaktadir. Dual oktoniyonlar, bu iki hareket
tiirlinii tek bir matematiksel yapida birlestirerek incelemeyi daha kompakt ve verimli
hale getirmektedir.

Calismanin bulgulari, dual oktoniyonlarin robot manipiilatdrlerinin hareket
planlamasinda ve kontroliinde geleneksel yontemlere kiyasla belirgin avantajlar
sundugunu ortaya koymustur. Bu yontem, 6zellikle karmasik ve dinamik ortamlarda
calisan robotlar icin kritik olan yiiksek hassasiyet ve hiz gereksinimlerini
karsilayabilecek bir potansiyele sahiptir. Ayrica, dual oktoniyonlarin sagladigi bu
avantajlar, sadece robotik alanda degil, ayn1 zamanda ¢ok boyutlu doniigiimlerle
ugrasan diger mithendislik disiplinlerinde de kullanilabilecek genis bir uygulama
alanina igaret etmektedir. Bununla birlikte, dual oktoniyonlarin kullanimiyla ilgili bazi
zorluklar da bulunmaktadir. Ozellikle, bu matematiksel yapinin robotik sistemlere
entegrasyonu ve uygulama alanindaki optimizasyon stiregleri, gelecekteki arastirmalar
icin Onemli bir alan olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Dual oktoniyonlarin teorik
avantajlarinin, pratik uygulamalarda nasil daha etkili bir sekilde kullanilabilecegi, hem
yazilim gelistirme hem de donanim entegrasyonu agisindan derinlemesine
arastirilmalidir. Bu zorluklarin iistesinden gelmek, dual oktoniyonlarin potansiyelini
tam anlamiyla gerceklestirmek i¢in kritik dneme sahiptir.

Ayrica, dual oktoniyonlarin karmasik sistemlerde uygulanabilirligi konusunda
daha fazla deneysel calisma yapilmasi gerekmektedir. Bu tiir calismalar, dual
oktoniyonlarin sagladig1 avantajlarin ¢esitli robotik uygulamalarda nasil optimize
edilebilecegini ortaya koyabilir. Ozellikle, bu yapilarmn ger¢ek zamanli kontrol
sistemlerinde nasil kullanilacagi ve bu sistemlerin performansini nasil iyilestirecegi

konular1, gelecekteki arastirmalar i¢in dnemli bir odak noktasi olmalidir.
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Dual oktoniyonlar, kat1 cisimlerin ¢ok boyutlu hareketlerinin incelenmesinde
onemli bir yenilik sunmaktadir. Bu yapi, donme ve Oteleme hareketlerini tek bir
cercevede birlestirerek, robotik sistemlerin performansini artirmakta ve daha hassas
kontrol ~mekanizmalarinin  gelistirilmesine olanak tanimaktadir. Geleneksel
yontemlere kiyasla, dual oktoniyonlar, hem islem siiresini kisaltmakta hem de
hesaplamalarin dogrulugunu artirmaktadir. Bu ozellikler, ozellikle yiiksek hiz ve
dogruluk gerektiren endiistriyel robotlar ve otomasyon sistemleri i¢in biiylik bir
avantaj saglamaktadir.

Sonug olarak, dual oktoniyonlarin sagladig1 yenilikler, robotik alaninda yeni
ufuklar agmaktadir. Bu matematiksel yapinin sundugu olanaklar, yalnizca mevcut
sistemlerin iyilestirilmesi i¢in degil, ayn1 zamanda yeni nesil robotik ve otomasyon
sistemlerinin gelistirilmesi i¢in de biiyiik bir potansiyel tagimaktadir. Gelecekteki
aragtirmalar, dual oktoniyonlarin daha genis uygulama alanlarina yayilmasini ve bu
yenilik¢i yapinin robotik sistemlerdeki etkinligini artirmay1 hedeflemelidir. Bu sayede,
dual oktoniyonlarin sagladigi avantajlar, miihendislik ve robotik alanlarinda daha ileri
¢ozlimlerin dniinii agabilir. Bu dogrultuda asagidaki sonuglar elde edilmistir.

1. Dual sayilar1 kullanarak D7-modiilii ve dual vektoriin tanimlari verilmistir.
2. Dual vektorlerin temel kavramlarinin yani sira, S° Oklidiyen birim dual kiiresi
ve onun alt kiimesi olan P° tanimlanmustir.

3. R” deki yonlii dogrular ile S° birim dual kiiresinin noktalari arasindaki
E.Study doniistimii elde edilmistir.

4. Ayrica P® c S° kiimesinin her elemamnin R” de dik kesisen iki dogruya
karsilik geldigi de gosterilmistir.

5. D7 de iki dual vektdr arasindaki ag1 tanimlanmustir.

6. Dual oktoniyonlarin temel kavramlar1 verilerek, R’ deki bir noktaya karsilik
gelen dual oktoniyon tanimlanip, dual oktoniyonun toplam eslenigi
kullanilarak dénme ve ardindan telemeyi uygulayan doniisiim verilmistir.

7. Birim dual oktoniyon kullanilarak vida operatorii tanimlanmis ve R’ de dik
kesisen iki yonlii dogruyu yine dik kesisen iki yonlii dogruya doniistiiren yeni

bir operator tanimlanmastir.
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